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A GINTRIBUTION TO THE QUANTUM'THEORY 

OF GRAVITATION 

ABSTRACT 

A quantum theory of g r a v i t a t i o n i s constructed, 
by considering the g r a v i t a t i o n a l " f i e l d iri the l i n e a r 
approximation to be a s p e c i a l case of a rank II tensor 
f i e l d , which has imposed upon i t the a u x i l i a r y con­
di t i o n s of symmetry, t r a n s v e r s a l i t y , and tracelessness. 
A method proposed by Gupta of i t e r a t i n g the l i n e a r f i e l d 
equations to take into account the g r a v i t a t i n g e f f e c t 
of g r a v i t a t i o n i s investigated, and i t i s shown that 
this method f a i l s . An a l t e r n a t i v e method of i t e r a t i o n i s 
proposed which y i e l d s a functional equation for the 
Lagrangian of the f u l l nonlinear theory. F i n a l l y , the 
problem of photon-photon s c a t t e r i n g due to the grav­
i t a t i o n a l i n t e r a c t i o n i s investigated. I t i s found 
that for s u f f i c i e n t l y high frequencies this process 
dominates the purely electrodynamic sc a t t e r i n g of 
photons by photons. 
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A B S T R A C T 

A \ q u a n t u m t h e o r y o f g r a v i t a t i o n i s c o n s t r u c t e d , b y 

c o n s i d e r i n g t h e g r a v i t a t i o n a l f i e l d i n t h e l i n e a r a p p r o x i m a t i o n 

t o b e a r a n k I I t e n s o r f i e l d , w h i c h h a s i m p o s e d u p o n i t t h e 

a u x i l i a r y c o n d i t i o n s o f s y m m e t r y , t r a n s v e r s a l i t y , a n d t r a c e l e s s -

n e s s . E x t e n s i v e u s e i s m a d e o f t h e c l o s e a n a l o g y b e t w e e n t h e 

e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d a s a s p e c i a l c a s e o f a v e c t o r f i e l d , a n d 

t h e g r a v i t a t i o n a l f i e l d a s a s p e c i a l c a s e o f a t e n s o r f i e l d . 

T h i s a n a l o g y i n c l u d e s t h e n e c e s s i t y o f i n t r o d u c i n g a n i n d e f i n ­

i t e m e t r i c i n o r d e r t o m a k e t h e a u x i l i a r y c o n d i t i o n s c o m p a t i b l e 

w i t h t h e c o m m u t a t i o n r e l a t i o n s . 

A \ c o m p l e t e t h e o r y o f g r a v i t a t i o n m u s t t a k e i n t o a c c o u n t 

t h e g r a v i t a t i n g . n a t u r e o f g r a v i t a t i o n a n d h e n c e m u s t b e a n o n ­

l i n e a r t h e o r y . A m e t h o d p r o p o s e d b y G u p t a o f i t e r a t i n g t h e 

l i n e a r f i e l d e q u a t i o n s f o r t h i s p u r p o s e i s i n v e s t i g a t e d , a n d i t 

i s s h o w n t h a t t h i s m e t h o d f a i l s , b e c a u s e t h e L a g r a n g i a n f o r t h e 

s e c o n d o r d e r e q u a t i o n s d o e s n o t e x i s t . A n a l t e r n a t i v e m e t h o d 

o f i t e r a t i o n i s p r o p o s e d w h i c h a v o i d s t h i s p r o b l e m , a n d w h i c h 

y i e l d s a f u n c t i o n a l e q u a t i o n f o r t h e L a g r a n g i a n o f t h e f u l l 

n o n l i n e a r t h e o r y . 

F i n a l l y , t h e p r o b l e m o f p h o t o n - p h o t o n s c a t t e r i n g d u e t o 

t h e g r a v i t a t i o n a l i n t e r a c t i o n i s i n v e s t i g a t e d . T h i s i s d o n e 

b y c o n s t r u c t i n g a n i n t e r a c t i o n H a m i l t o n i a n b y u s i n g t h e p r i n ­

c i p l e o f t h e c o m p e n s a t i n g f i e l d a n d t h e n a p p l y i n g t h e s t a n d a r d 

m e t h o d s o f q u a n t u m e l e c t r o d y n a m i c s . I t i s f o u n d t h a t f o r 



- i n ­

s u f f i c i e n t l y h i g h f r e q u e n c i e s t h i s p r o c e s s d o m i n a t e s t h e p u r e ­

l y e l e c t r o d y n a m i c s c a t t e r i n g o f p h o t o n s by p h o t o n s . 
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I N T R O D U C T I O N 

: I n t h e p a s t , a t t e m p t s a t i n c o r p o r a t i n g t h e t h e o r y o f g r a v i 

t a t i o n i n t o t h e b o d y o f q u a n t u m f i e l d t h e o r y h a v e f o l l o w e d t w o 

d i f f e r e n t a v e n u e s o f a t t a c k . 

O n e l i n e o f a p p r o a c h h a s a s s t a r t i n g p o i n t t h e c l a s s i c a l 

t h e o r y o f g r a v i t a t i o n d u e t o E i n s t e i n ( 1 9 1 6 ) w i t h o u t a p p r o x i ­

m a t i o n s , a n d i s b a s e d o n t h e b e l i e f t h a t c a n o n i c a l q u a n t i z a t i o n 

p r o c e d u r e s , s u c h a s t h o s e o f H e i s e n b e r g a n d P a u l i (1929) o r o f 

P e i e r l s ( 1 9 5 2 ) , c a n b e a p p l i e d t o s u c h a n e s s e n t i a l l y n o n l i n e a r 

c l a s s i c a l t h e o r y , e v e n t h o u g h t h e s e p r o c e d u r e s w e r e f a s h i o n e d 

o r i g i n a l l y f o r t h e p u r p o s e o f e s t a b l i s h i n g a n u n a m b i g u o u s c o r ­

r e s p o n d e n c e b e t w e e n e s s e n t i a l l y l i n e a r c l a s s i c a l f i e l d t h e o r i e s 

s u c h a s e l e c t r o d y n a m i c s , a n d t h e i r q u a n t u m m e c h a n i c a l a n a l o g s . 

P r o p o n e n t s o f t h i s a p p r o a c h h a v e b e e n A r n o w i t t e t . a l . ( 1 9 5 9 , 

I 9 6 0 , 1 9 6 1 ) , B e r g m a n n e t . a l . ( 1 9 5 6 , 1 9 ^ 8 , I 9 6 0 ) , d e W i t t 

( 1 9 6 1 ) , D i r a c ( 1 9 6 4 ) , A n d e r s o n (196I4.), a n d o t h e r s . T h e s e 

a u t h o r s h a v e a l l b e e n f a c e d w i t h f o r m i d a b l e m a t h e m a t i c a l a n d 

c o n c e p t u a l d i f f i c u l t i e s a r i s i n g f r o m t h e n e e d o f c a s t i n g E i n ­

s t e i n ' s t h e o r y i n t o c a n o n i c a l f o r m , e i t h e r i n - t e r m s o f a H a m ­

i l t o n i a n o r i n t e r m s o f P o i s s o n b r a c k e t s , b e f o r e t h e c a n o n i c a l 

q u a n t i z a t i o n p r o c e d u r e s c a n b e a p p l i e d . I n f a c t , d i f f e r e n t 

o p i n i o n s a r e h e l d a b o u t w h a t c o n s t i t u t e s a s u i t a b l e s e t o f 

c a n o n i c a l v a r i a b l e s i n t h e t h e o r y o f g r a v i t a t i o n , a n d i t i s 

n o t k n o w n w h e t h e r t h e d i f f e r e n t q u a n t u m t h e o r i e s r e s u l t i n g f r o m 

t h i s a p p r o a c h a r e p h y s i c a l l y e q u i v a l e n t . F o r e x a m p l e , A r n o w i t t 

a n d D e s e r ( 1 9 5 9 ) p r e f e r t o c a s t t h e t h e o r y o f g r a v i t a t i o n i n t o 
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t h e s o - c a l l e d P a l a t i n i f o r m ( s e e S c h r o e d i n g e r . , 1950) i n w h i c h 

t h e c o m p o n e n t s o f t h e m e t r i c t e n s o r a n d t h e a f f i n i t i e s a r e 

t r e a t e d a s i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s , a n d t h e c o n n e c t i o n s b e t w e e n 

t h e m a r e i m p o s e d l a t e r a s c o n s t r a i n t s o n t h e t h e o r y , r e q u i r i n g 

a p p l i c a t i o n o f s p e c i a l m a t h e m a t i c a l t e c h n i q u e s d e v e l o p e d b y 

D i r a c (19U-9) a n d B e r g m a n n (1955). D e W i t t (1961), o n t h e o t h e r 

h a n d , s e t s u p P o i s s o n b r a c k e t s o n l y b e t w e e n i n v a r i a n t s o f t h e 

g r a v i t a t i o n a l f i e l d , t h u s e l i m i n a t i n g t h e n e e d f o r s u b s i d i a r y 

c o n d i t i o n s , a n d c a r r i e s o u t t h e t r a n s i t i o n t o q u a n t u m t h e o r y a t 

t h a t s t a g e , l e a v i n g o p e n t h e q u e s t i o n w h e t h e r t h i s t e c h n i q u e 

l e a d s t o t h e s a m e p h y s i c a l c o n s e q u e n c e s a s t h e H a m i l t o n i a n 

f o r m a l i s m o f A r n o w i t t a n d D e s e r . A n a t t e m p t b y F e y n m a n (1962) 

a l s o b e l o n g s i n t h i s c a t e g o r y . 

T h e o t h e r l i n e o f a p p r o a c h h a s a s s t a r t i n g p o i n t a l i n e a r 

a p p r o x i m a t i o n t o E i n s t e i n ' s f i e l d e q u a t i o n s , o b t a i n e d b y c o n ­

s i d e r i n g t h e d e v i a t i o n s f r o m t h e p s e u d o - e u c l i d e a n m e t r i c t e n s o r 

a s f i e l d v a r i a b l e s , a n d n e g l e c t i n g t e r m s o f q u a d r a t i c a n d 

h i g h e r o r d e r i n t h e s e v a r i a b l e s ( s e e E i n s t e i n , 1918). I n a 

c l a s s i c p a p e r , P a u l ! a n d F i e r z (1939) p r o v e d t h a t t h e r e s u l t i n g 

f i e l d e q u a t i o n s , i n t h e a b s e n c e o f e x t e r n a l s o u r c e s , c a n b e 

l o o k e d u p o n a s d y n a m i c a l e q u a t i o n s d e s c r i b i n g t h e p r o p a g a t i o n 

a n d p o l a r i z a t i o n p r o p e r t i e s o f a m a s s l e s ' s p a r t i c l e o f s p i n 2, 

t h e " g r a v i t o n " , i n a n a l o g y t o t h e c l a s s i c a l M a x w e l l v a c u u m 

e q u a t i o n s w h i c h c a n b e l o o k e d u p o n a s d y n a m i c a l e q u a t i o n s d e s ­

c r i b i n g t h e p r o p a g a t i o n a n d p o l a r i z a t i o n p r o p e r t i e s o f a m a s s -

l e s s p a r t i c l e o f s p i n 1, t h e " p h o t o n " ( s e e , f o r e x a m p l e , 
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A r c h i b a l d , 1955). T h e L o r e n t z c o n d i t i o n o f c l a s s i c a l e l e c t r o ­

d y n a m i c s , w h i c h r e s t r i c t s t h e g a u g e f r e e d o m o f t h e e l e c t r o m a g ­

n e t i c p o t e n t i a l s a n d f u n c t i o n s a s a t r a n s v e r s a l i t y c o n d i t i o n 

o n t h e p o s s i b l e p o l a r i z a t i o n s t a t e s o f t h e f r e e p h o t o n , h a s i t s 

a n a l o g i n t h e g r a v i t a t i o n a l c a s e i n t w o s o - . c a I l e ; d . . . g a u g e c c o r i d . I -

t i o n s , d u e t o H i l b e r t ( 1 9 ' 2 l i ) a n d P i e r z (1939), w h i c h f u n c t i o n 

a s t r a n s v e r s a l i t y c o n d i t i o n s o n t h e p o s s i b l e p o l a r i z a t i o n s t a t e s 

o f t h e f r e e g r a v i t o n , l e a d i n g , a s i n t h e e l e c t r o m a g n e t i c c a s e , 

t o t h e e l i m i n a t i o n o f a l l p r o p a g a t i o n m o d e s t h a t d o n o t c o r r e s ­

p o n d t o e i t h e r p a r a l l e l o r a n t i p a r a l l e l o r i e n t a t i o n o f t h e s p i n 

w i t h r e s p e c t t o t h e d i r e c t i o n o f p r o p a g a t i o n . W i t h i n t h e f r a m e ­

w o r k o f t h i s c l a s s i c a l t h e o r y o f g r a v i t o n s o n e c a n p e r f o r m h a r ­

m o n i c a n a l y s i s a n d c l a s s i f y m u l t i - g r a v i t o n s t a t e s a c c o r d i n g t o 

t h e i r e n e r g y , a n g u l a r m o m e n t u m , a n d p a r i t y q u a n t u m n u m b e r s , a s 

w a s d o n e , f o r e x a m p l e , b y Z h i r n o v a n d S h i r o k o v (1957)* a n d 

d e r i v e s e l e c t i o n r u l e s g o v e r n i n g t h e d e c a y o f o b j e c t s i n t o t w o 

o r m o r e g r a v i t o n s ( s e e , f o r e x a m p l e , C a r s w e l l , 1965). H o w e v e r , 

t r a n s i t i o n t o a f u l l q u a n t u m f i e l d t h e o r y o f g r a v i t a t i o n , r e ­

q u i r i n g a d e s c r i p t i o n i n t e r m s o f g r a v i t o n a n n i h i l a t i o n a n d 

c r e a t i o n o p e r a t o r s , r u n s i n t o a c h a r a c t e r i s t i c d i f f i c u l t y , e n ­

c o u n t e r e d a l r e a d y i n q u a n t u m e l e c t r o d y n a m i c s . W h e n o n e u s e s 

a s b a s i s f o r t h e q u a n t i z a t i o n p r o c e d u r e a n a c t i o n p r i n c i p l e 

y i e l d i n g b o t h f i e l d e q u a t i o n s a n d t r a n s v e r s a l i t y c o n d i t i o n s , 

a s w a s d o n e f o r e l e c t r o d y n a m i c s b y F e r m i (1932) a n d f o r t h e 

l i n e a r i z e d t h e o r y o f g r a v i t a t i o n b y P a u l i a n d F i e r z (1939), 

o n e e n d s u p , u p o n q u a n t i z a t i o n , w i t h , a n i n c o n s i s t e n c y , b e c a u s e 



t h e t r a n s v e r s a l i t y c o n d i t i o n s , i f i m p o s e d a s o p e r a t o r e q u a t i o n s , 

a r e i n c o m p a t i b l e w i t h t h e c o m m u t a t i o n r e l a t i o n s o f t h e t h e o r y , 

a s w a s p o i n t e d o u t b y B e l i n f a n t e (191+9). A w a y o u t o f t h i s d i f ­

f i c u l t y w a s s h o w n b y G u p t a (1950, 1952-) a n d B l e u l e r (1950). 

T h e s e a u t h o r s d e v e l o p t h e q u a n t u m f i e l d t h e o r y f o r a g e n e r a l i z e d 

t y p e o f m a s s l e s s p a r t i c l e u n r e s t r i c t e d b y a u x i l i a r y c o n d i t i o n s , 

a n d t h e n i m p o s e t h e t r a n s v e r s a l i t y c o n d i t i o n s o n l y f o r t h e p o s i ­

t i v e f r e q u e n c y p a r t a n d i n t e r m s o f a c o n s t r a i n t o n p o s s i b l e 

s t a t e v e c t o r s . I n t h i s f a s h i o n o n e c a n s a t i s f y t h e c o m m u t a t i o n 

r e l a t i o n s w i t h o u t i m p o s i n g t h e c o n s t r a i n t s a s o p e r a t o r e q u a ­

t i o n s . T h e p r i c e o n e h a s t o p a y f o r t h i s m e t h o d I s i n t r o d u c t i o n 

o f s t a t e v e c t o r s p a c e s w i t h i n d e f i n i t e m e t r i c , a n d t h e t r a n s -

v e r s a l i t y c o n d i t i o n s h o l d o n l y a s e x p e c t a t i o n v a l u e s f o r p h y s i ­

c a l l y p e r m i s s i b l e s t a t e s . T h e r e s u l t i s a t h e o r y i n w h i c h p a r ­

t i c l e s c o r r e s p o n d i n g t o p o l a r i z a t i o n m o d e s o t h e r t h a n t h e p u r e ­

l y t r a n s v e r s e o n e s s t i l l d o n o t c o n t r i b u t e t o t h e e x p e c t a t i o n 

v a l u e s o f d y n a m i c a l o b s e r v a b l e s s u c h a s t h e e n e r g y a n d m o m e n t u m 

o f t h e f i e l d , e v e n t h o u g h t h e i r e x i s t e n c e a s v i r t u a l p a r t i c l e s 

m u s t b e c o n c e d e d i f t h e s t a t e v e c t o r s p a c e s p a n n e d b y t h e f i e l d 

o p e r a t o r s b e c o m p l e t e . 

T h e a p p r o a c h b a s e d o n t h e l i n e a r i z e d g r a v i t a t i o n a l f i e l d 

e q u a t i o n s o f E i n s t e i n h a s t h e a d v a n t a g e o f y i e l d i n g a t o n c e a 

v i a b l e q u a n t u m f i e l d t h e o r y , p e r m i t t i n g u s e o f a t e r m i n o l o g y 

w h i c h a s c r i b e s t o p u r e l y t r a n s v e r s e g r a v i t o n s t h e s a m e d e g r e e 

o f r e a l i t y a s t h a t a s c r i b e d t o t h e t r a n s v e r s e p h o t o n s o f q u a n -

i 
t u r n e l e c t r o d y n a m i c s o H o w e v e r t h i s c l b s e a n a l o g y t o q u a n t u m 
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e l e c t r o d y n a m i c s b e c o m e s a n e n c u m b r a n c e w h e n o n e t r i e s t o m o d i f y 

t h e i n i t i a l l y l i n e a r q u a n t u m t h e o r y o f g r a v i t a t i o n t o a c c o m m o ­

d a t e a n e s s e n t i a l l y n o n l i n e a r f e a t u r e w h i c h d i s t i n g u i s h e s 

g r a v i t a t i o n f r o m e l e c t r o d y n a m i c s o n a c c o u n t o f t h e e q u i v a l e n c e 

b e t w e e n e n e r g y a n d g r a v i t a t i o n a l m a s s , n a m e l y t h e f a c t t h a t 

t h e g r a v i t a t i o n a l f i e l d i t s e l f m u s t b e a s o u r c e o f g r a v i t a t i o n , 

w h e r e a s t h e e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d i t s e l f i s n o t a c a r r i e r o f 

e l e c t r i c c u r r e n t s . I t i s a p p a r e n t l y m a t h e m a t i c a l l y i m p o s s i b l e 

t o c o n s t r u c t a t h e o r y o f g r a v i t o n s t a k i n g i n t o a c c o u n t s o u r c e s , 

e i t h e r d u e t o o t h e r f i e l d s o r d u e t o t h e " g r a v i t a t i n g e f f e c t o f 

t h e g r a v i t a t i o n a l f i e l d i t s e l f , u n d e r s i m u l t a n e o u s r e t e n t i o n o f 

t h e g a u g e c o n d i t i o n s w h i c h a r e ' n e c e s s a r y f o r t h e e l i m i n a t i o n 

o f a l l b u t t h e p u r e l y t r a n s v e r s e p r o p a g a t i o n m o d e s . T h i s w a s 

f o u n d o u t b y G u p t a (1952, 195U) w h e n h e t r i e d t o I n c o r p o r a t e 

s o u r c e s i n t o t h e q u a n t u m t h e o r y o f g r a v i t a t i o n . I n d e e d , i f o n e 

l i n e a r i z e s E i n s t e i n ' s f i e l d e q u a t i o n s w i t h e x t e r n a l s o u r c e s , 

t h e n n o t e v e n i n t h e f i r s t a p p r o x i m a t i o n c a n o n e s a t i s f y t h e 

s e c o n d g a u g e c o n d i t i o n o f F i e r z . G u p t a (1952) m a n a g e d t o r e ­

p a i r t h i s d e f e c t b y t h e a r t i f i c e o f i n t r o d u c i n g a n a d d i t i o n a l 

s c a l a r f i e l d , c o r r e s p o n d i n g t o a n " a d d i t i o n a l k i n d o f s p i n l e s s 

g r a v i t o n , a n d t h e n a r r a n g i n g a n a d d i t i o n a l c o n s t r a i n t s o t h a t 

t h e s e s p u r i o u s p a r t i c l e s d o n o t c o n t r i b u t e t o a n y o b s e r v a b l e s 

o f t h e g r a v i t a t i o n a l f i e l d . I f o n e n o w t r i e s t o t a k e i n t o a c ­

c o u n t t h e g r a v i t a t i n g e f f e c t o f t h e g r a v i t o n s t h e m s e l v e s , f o r 

e x a m p l e b y s o m e i t e r a t i o n m e t h o d a s w a s p r o p o s e d b y G u p t a 

(195U)> t h e n I n s i s t e n c e o n r e t a i n i n g " t h e F i e r z g a u g e c o n d i t i o n s 
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p r e s e n t s a n a p p a r e n t l y i n s u r m o u n t a b l e o b s t a c l e , a n d G u p t a w a s 

u n a b l e b y h i s m e t h o d t o p r o d u c e f o r t h e n o n l i n e a r t h e o r y a n 

e x p l i c i t L a g r a n g i a n w h i c h h e p r e s u m e d t o e x i s t u n d e r t h e s e c o n ­

d i t i o n s . I n f a c t , t h e r e a r e r e a s o n s t o b e l i e v e t h a t s u c h a 

L a g r a n g i a n d o e s n o t e x i s t , a s w i l l b e s h o w n l a t e r i n t h i s w o r k . 

T h e s e c o n s i d e r a t i o n s r a i s e t h e q u e s t i o n w h e t h e r t h e r e a r e 

a n y s t r i n g e n t r e a s o n s w h y o n e c o u l d n o t r e l a x t h e g a u g e c o n d i ­

t i o n s o f P i e r z w h e n o n e a i m s a t n o n l i n e a r m o d i f i c a t i o n o f t h e 

i n i t i a l l y l i n e a r q u a n t u m f i e l d t h e o r y o f g r a v i t a t i o n . T h i s 

a m o u n t s t o s e r i o u s l y e n t e r t a i n i n g t h e p o s s i b i l i t y t h a t g r a v i -

t o n s m a y e x i s t w i t h p o l a r i z a t i o n p r o p e r t i e s o t h e r t h a n t h e 

p u r e l y t r a n s v e r s e m o d e s t r e a t e d e x c l u s i v e l y i n t h e u s u a l v e r ­

s i o n s o f t h e l i n e a r t h e o r y . A c o r r e s p o n d i n g p o s s i b i l i t y c e r ­

t a i n l y d o e s n o t p r e s e n t i t s e l f i n q u a n t u m e l e c t r o d y n a m i c s , b e ­

c a u s e t h e L o r e n t z c o n d i t i o n , w h i c h s e r - v e s t o e l i m i n a t e t h e 

l o n g i t u d i n a l a n d t i m e - l i k e p o l a r i z a t i o n m o d e s , c a n a l s o b e 

u s e d a s a c o n v e n i e n t d e v i c e f o r e x t r a c t i o n o f t h e l a w o f c o n ­

s e r v a t i o n o f c h a r g e f r o m t h e f i e l d e q u a t i o n s i n t e r m s o f a n 

i d e n t i c a l l y v a n i s h i n g d i v e r g e n c e o f t h e c u r r e n t f o u r - v e c t o r . 

I n f a c t , I f t h e l a w o f c o n s e r v a t i o n o f c u r r e n t w e r e n o t t r u e , 

t h e n t h e f i e l d e q u a t i o n s a n d t h e L o r e n t z c o n d i t i o n w o u l d b e ­

c o m e i n c o m p a t i b l e . I n a t h e o r y o f g r a v i t a t i o n w h i c h u s e s E i n ­

s t e i n ' s t h e o r y a s a g u i d e f o r h o w t o c o u p l e s o u r c e s t o t h e 

f i e l d , o n t h e o t h e r h a n d , t h e f i r s t g a u g e c o n d i t i o n o f P i e r z 

w o u l d r e q u i r e t h a t t h e o r d i n a r y d i v e r g e n c e o f t h e e n e r g y -

m o m e n t u m t e n s o r v a n i s h , w h e r e a s t h e a c t u a l r e q u i r e m e n t o n t h e 



e n e r g y - m o m e n t u m t e n s o r i s t h a t i t s c o v a r i a n t d i v e r g e n c e v a n i s h 

( s e e L a n d a u a n d L i f s h i t z , 1 9 6 2 ) . S i m i l a r l y , t h e s e c o n d c o n d i ­

t i o n o f F i e r z w o u l d r e q u i r e t h a t t h e t r a c e o f t h i s t e n s o r b e 

z e r o , w h i c h i s c e r t a i n l y n o t t r u e i n m o s t c a s e s . T h u s t h e s a m e 

r e a s o n s t h a t l e a d t o r e t e n t i o n o f t h e L o r e n t z c o n d i t i o n i n 

q u a n t u m e l e c t r o d y n a m i c s a n d t o t h e e n s u i n g d i s q u a l i f i c a t i o n o f 

l o n g i t u d i n a l a n d t i m e l i k e p h o t o n s a s r e a l p a r t i c l e s , a r g u e f o r 

a b o l i t i o n o f t h e g a u g e c o n d i t i o n s o f F i e r z i n a n y q u a n t u m t h e ­

o r y o f g r a v i t a t i o n a i m e d a t i n c o r p o r a t i n g s o u r c e s a n d n o n l i n e a r 

f e a t u r e s o f t h e g r a v i t a t i o n a l f i e l d , a n d f o r d e v e l o p m e n t o f a 

f o r m a l i s m t h a t g i v e s r o o m t o a l l p o s s i b l e p o l a r i z a t i o n s t a t e s 

o f t h e t e n s o r - f i e l d w h o s e q u a n t a a r e t o b e i d e n t i f i e d a s g r a v i ­

t o n s . 

W i t h t h e s e v i e w s i n m i n d , t h e w o r k r e p o r t e d i n t h i s t h e s i s 

b e g a n w i t h t h e d e v e l o p m e n t o f a l i n e a r q u a n t u m f i e l d t h e o r y o f 

m a s s l e s s t e n s o r p a r t i c l e s w i t h o u t r e s t r i c t i o n o n t h e i r p o s s i b l e 

p o l a r i z a t i o n s t a t e s . A c c o r d i n g l y o n e h a s t o d o w i t h 1 6 i n d e ­

p e n d e n t f i e l d v a r i a b l e s , w h o s e s y m m e t r i c p a r t s a c q u i r e p h y s i c a l 

c o n t e n t b y i d e n t i f i c a t i o n w i t h t h e d e v i a t i o n s f r o m t h e p s e u d o -

e u c l i d e a n m e t r i c f i e l d t e n s o r . T h e s y m m e t r i c p a r t o f t h e f i e l d 

g i v e s r i s e t o 1 0 p o l a r i z a t i o n m o d e s , c o r r e s p o n d i n g i n p a r t i c l e 

l a n g u a g e t o 1 0 t y p e s o f g r a v i t o n s , n a m e l y 5 m o d e s b e l o n g i n g t o 

t h e s p i n q u a n t u m n u m b e r j = 2 , 3 m o d e s b e l o n g i n g t o j = . 1 , a n d 

2 i n d e p e n d e n t m o d e s e a c h b e l o n g i n g t o j = 0 . T h e s k e w s y m ­

m e t r i c p a r t o f t h e f i e l d y i e l d s 6 m o r e m o d e s , c o r r e s p o n d i n g t o 

2 i n d e p e n d e n t s e t s o f 3 g r a v i t o n s e a c h , a l l b e l o n g i n g t o j = 1 . 
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I f one i g n o r e s the skew p a r t , and imposes on t he symmetr i c p a r t 

the gauge c o n d i t i o n s o f P i e r z , one a r r i v e s , of c o u r s e , a t 

G u p t a ' s l i n e a r t h e o r y w i t h o u t s o u r c e s . I t i s t hen shown how 

one can account f o r g r a v i t a t i n g e f f e c t s of t h e s e v a r i o u s g r a v i -

t on s by an i t e r a t i o n p r o c e d u r e , d e v i s e d such t h a t i t s r e s u l t s 

ag ree w i t h t ho se o f E i n s t e i n ' s t h e o r y i n f i r s t a p p r o x i m a t i o n . 

However, t h i s p r o cedu re i s not aimed at r e c o v e r i n g E i n s t e i n ' s 

f u l l n o n l i n e a r t h e o r y i n the l i m i t o f i n f i n i t e i t e r a t i o n , as 

was a t t empted by Gupta (195U)• T h i s r a i s e s t he i n t r i g u i n g p o s ­

s i b i l i t y t h a t t h e p h y s i c a l c o n s e q u e n c e s ' o f t he t h e o r y deve l oped 

h e r e w i l l d i f f e r f o r s t r o n g f i e l d s s u b s t a n t i a l l y f r o m the c o r ­

r e s p o n d i n g consequences o f E i n s t e i n ' s t h e o r y , w h i c h has neve r 

been t e s t e d e x p e r i m e n t a l l y e x cep t f o r weak f i e l d s , and s t r o n g 

f i e l d s o l u t i o n s of E i n s t e i n ' s f i e l d e q u a t i o n s thus f a r have 

been a p p l i e d o n l y s p e c u l a t i v e l y t o q u e s t i o n s a r i s i n g f r om the 

p r o b l e m of g r a v i t a t i o n a l c o l l a p s e of superdense s t a r s . The 

e f f e c t of t he g r a v i t o n s c o n s i d e r e d here on o t h e r o b j e c t s , such 

as e l e c t r o n s or p h o t o n s , can be t r e a t e d i n the u s u a l way, f o r 

example by the method o f U t i y a m a (1956), and one can thu s p r e ­

d i c t , i n p r i n c i p l e , how u n u s u a l type's o f g r a v i t o n s , i f t h e y 

e x i s t , would m a n i f e s t t hemse l ve s t h rough i n t e r a c t i o n w i t h such 

o t h e r o b j e c t s . 



1. T h e L i n e a r i z a t i o n o f E i n s t e i n ' s F i e l d E q u a t i o n s 

A \ l l q u a n t u m t h e o r i e s o f g r a v i t a t i o n u s e a s s t a r t i n g p o i n t 

t h e f i e l d e q u a t i o n s d u e t o E i n s t e i n (1916), w h i c h i n a b s e n c e 

o f e x t e r n a l s o u r c e s h a v e t h e f o r m 
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E x p r e s s e d i n t e r m s o f t h e a f f i n i t i e s 

Ru* = 0 , ( i o l ) 

t h e s y m m e t r i c R i c c i t e n s o r 

e x h i b i t s E i n s t e i n ' s f i e l d e q u a t i o n s ( 1 . 1 ) a s a s e t o f 1 0 n o n ­

l i n e a r p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s o f s e c o n d o r d e r f o r t h e 

1 0 i n d e p e n d e n t c o m p o n e n t s o f t h e s y m m e t r i c m e t r i c t e n s o r , 

(A v e r t i c a l b a r i s u n d e r s t o o d t o m e a n p a r t i a l d i f f e r e n t i a t i o n , 

t h u s 

G r e e k I n d i c e s r u n f r o m 1 t o I 4 . , r e p e t i t i o n o f a n i n d e x i m p l i e s 

1 2 3 
s u m m a t i o n , c o - o r d i n a t e s a r e l a b e l l e d a s x = x , x = y , x == z , 

x ^ " = i t i n a p a r t i c u l a r c o - o r d i n a t e s y s t e m , a n d c o n v e n t i o n a l 

n a t u r a l u n i t s r e q u i r i n g c = h = 1 a r e u s e d t h r o u g h o u t t h i s 

w o r k . ) T h e g r a v i t a t i n g e f f e c t o f t h e m e t r i c f i e l d i s u n d e r ­

s t o o d t o m a n i f e s t i t s e l f i n t h e m o t i o n o f t e s t p a r t i c l e s w h o s e 

w o r l d l i n e s a r e a s s u m e d t o b e g e o d e s i e s i n t h i s m e t r i c f i e l d , 
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s o t h a t t h e c o - o r d i n a t e s x / * ( s ) o f s u c h a t e s t p a r t i c l e s a t i s f y 

t h e c o n d i t i o n s 

w h e r e a d o t d e n o t e s d i f f e r e n t i a t i o n w i t h r e s p e c t t o t h e p r o p e r 

t i m e s o f t h e p a r t i c l e . 

I f o n e i s i n t e r e s t e d o n l y i n w e a k g r a v i t a t i o n a l f i e l d s , 

c h a r a c t e r i z e d b y n o t m o r e t h a n i n f i n i t e s i m a l d e v i a t i o n s f r o m 

t h e p s e u d o - e u c l i d e a n m e t r i c t e n s o r 

<f-4.-(>.,„> 
t h e n o n e c a n l i n e a r i z e t h e e q u a t i o n s ( 1 . 1 ) , a s w a s d o n e f i r s t 

b y E i n s t e i n ( 1 9 1 8 ) , b y i n t r o d u c i n g n e w f i e l d v a r i a b l e s ^/i> 

w h i c h d e s c r i b e t h e s e d e v i a t i o n s , 

3/o ~ c£>+J->, ( 1 . 7 ) 

a n d r e t a i n i n g o n l y t e r m s l i n e a r i n t h e s e n e w v a r i a b l e s . I n 

t h i s a p p r o x i m a t i o n t h e t e n s o r S^^ I s s u f f i c i e n t f o r t h e l o w e r ­

i n g a n d r a i s i n g o f i n d i c e s , a s i n 

% = S , e t c . , ( 1 . 8 ) 

a n d t h e f i e l d e q u a t i o n s ( 1 . 1 ) r e d u c e t o 

- (W - * t , / ^ - (\ / r - a ty)u (I.,) 

T h e s e e q u a t i o n s h a v e t h e i n t e r e s t i n g p r o p e r t y o f b e i n g i n v a r -



1 1 

i a n t u n d e r t h e " g a u g e t r a n s f o r m a t i o n " 

\i>-* = y»4 +
 d . i o ) 

w i t h a n a r b i t r a r y v e c t o r f i e l d Ay . T h e y c a n b e s i m p l i f i e d 

f u r t h e r o n a c c o u n t o f a t h e o r e m b y H i l b e r t ( 1 9 2 1 ] . ) , w h o o b ­

s e r v e d t h a t i t i s a l w a y s p o s s i b l e t o f i n d a n i n f i n i t e s i m a l c o ­

o r d i n a t e t r a n s f o r m a t i o n , w h i c h d o e s h o t d e s t r o y t h e i n f i n i t e s ­

i m a l c h a r a c t e r o f t h e 1 ^ , s o t h a t 

<L»/<r - # L-/* = O ^ ( i . i i ) 

T h e s e e q u a t i o n s a r e c a l l e d t h e " H i l b e r t g a u g e c o n d i t i o n s " . 

T h e y a m o u n t t o r e s t r i c t i n g t h e p o s s i b l e g a u g e f u n c t i o n s Ay 

i n t r o d u c e d i n ( 1 . 1 0 ) t o s o l u t i o n s o f 

Ay/re- = 0 , ( 1 . 1 2 ) 

a n d r e d u c e t h e f i e l d e q u a t i o n s ( 1 . 9 ) t o t h e f o r m 

^/<rcr = 0 . ( 1 . 1 3 ) 

I n d e e d , i f o n e i s c o n f r o n t e d w i t h a f i e l d n o t s a t i s f y i n g 

t h e c o n d i t i o n s ( 1 . 1 1 ) , t h e n a g a u g e t r a n s f o r m a t i o n w i t h Ay, 

c h o s e n s u c h t h a t 

Ay/<rr * T^/tr ~~ y^<roy ( 1 . 1 1 + ) 

a n d i m p o s i t i o n o f t h e r e s t r i c t i o n ( 1 . 1 2 ) , w i l l g u a r a n t e e t h e 

s i m u l t a n e o u s v a l i d i t y o f ( 1 . 1 3 ) a n d ( 1 . 1 1 ) . T h e r e m a i n i n g 

g a u g e f r e e d o m i s s u f f i c i e n t , a s w a s f i r s t s h o w n b y F i e r z ( 1 9 3 9 ) , 
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t o p e r m i t a f u r t h e r s p e c i a l i z a t i o n t o f i e l d s s a t i s f y i n g t h e 

" f i r s t g a u g e c o n d i t i o n o f P i e r z " , 

' L / 0 . = 0 ? ( i . i 5 ) 

a s w e l l a s t h e " s e c o n d g a u g e c o n d i t i o n o f P i e r z " , 

T - O . ( 1 . 1 6 ) 

T h e s e c o n d i t i o n s a m o u n t t o a f u r t h e r r e s t r i c t i o n o n t h e g a u g e 

f u n c t i o n A<r t o s o l u t i o n s o f 

A ^ r - O . ( 1 . 1 7 ) 

I n d e e d , i f o n e i s c o n f r o n t e d w i t h i n t h e H i l b e r t g a u g e w i t h a 

f i e l d ^ n o t s a t i s f y i n g t h e c o n d i t i o n ( 1 . 1 6 ) , t h e n a g a u g e 

t r a n s f o r m a t i o n w i t h / \ * c h o s e n s u c h t h a t 

A / -T' ( i a 8) 
1 x <rl<r V<rs~ 

a n d i m p o s i t i o n o f t h e r e s t r i c t i o n ( 1 . 1 7 ) w i l l g u a r a n t e e v a l i d ­

i t y o f ( 1 . 1 6 ) , w h i l e t h e v a l i d i t y o f ( 1 . 1 5 ) f o l l o w s f r o m t h e 

H i l b e r t g a u g e c o n d i t i o n ( 1 . 1 1 ) . 

T h e f i e l d e q u a t i o n s ( 1 . 1 3 ) , u s e d i n c o n j u n c t i o n w i t h t h e 

g a u g e c o n d i t i o n s ( 1 . 1 5 ) a n d ( 1 . 1 6 ) , w h i c h r e s t r i c t t h e g a u g e 

f r e e d o m ( 1 . 1 0 ) b y t h e c o n d i t i o n s ( 1 . 1 2 ) a n d ( 1 . 1 7 ) , b e a r a 

c l o s e a n a l o g y t o t h e c o r r e s p o n d i n g t r e a t m e n t o f v a c u u m e l e c ­

t r o d y n a m i c s i n t e r m s o f t h e e l e c t r o m a g n e t i c p o t e n t i a l s fj^ • 

M a x w e l l ' s f i e l d e q u a t i o n s i n t e r m s o f t h e s e p o t e n t i a l s , 
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ft - A - n 

h a v e t h e I n t e r e s t i n g p r o p e r t y o f b e i n g i n v a r i a n t u n d e r g a u g e 

t r a n s f o r m a t i o n s 

w h e r e B i s a n a r b i t r a r y s c a l a r f i e l d . O n e c a n a l w a y s f i n d a 

g a u g e s u c h t h a t t h e L o r e n t z c o n d i t i o n h o l d s , 

A * - o . ( 1- 2 1 > 

T h i s e q u a t i o n a m o u n t s t o r e s t r i c t i n g t h e p o s s i b l e g a u g e f u n c ­

t i o n s B i n t r o d u c e d i n (1.20) t o s o l u t i o n s o f 

8/<nr = ° , (1-22) 

a n d r e d u c e s t h e f i e l d e q u a t i o n s (1.19) t o t h e f o r m 

^ = 0 . (1.23) 

I n d e e d , i f o n e I s c o n f r o n t e d w i t h a p o t e n t i a l f)^- n o t s a t i s ­

f y i n g t h e c o n d i t i o n (1.21), t h e n a g a u g e t r a n s f o r m a t i o n w i t h 

B c h o s e n s u c h t h a t 

S/™- ~ fL / < r (1.21+) 

a n d i m p o s i t i o n o f t h e r e s t r i c t i o n (1.22) w i l l g u a r a n t e e t h e 

s i m u l t a n e o u s v a l i d i t y o f (1.21) a n d (1 .23). 



2. T h e Q u a n t u m M e c h a n i c a l S i g n i f i c a n c e o f G a u g e 

T r a n s f o r m a t i o n s 

I f o n e c a r r i e s o u t o n a n y q u a n t u m m e c h a n i c a l - f u n c t i o n 

a p h a s e t r a n s f o r m a t i o n , c h a r a c t e r i z e d b y a p a r a m e t e r , 

<p e<eA60 ( 2 . i ) 

w i t h a n a r b i t r a r y s c a l a r f u n c t i o n 'X(x), t h e n t h e S c h r o e d i n g e r 

e q u a t i o n f o r a f r e e p a r t i c l e d o e s n o t r e m a i n I n v a r i a n t b e c a u s e 

t h e d e r i v a t i v e s o f ^ t r a n s f o r m a c c o r d i n g t o 

H o w e v e r , i n v a r i a n c e o f t h e S c h r o e d i n g e r e q u a t i o n c a n b e r e ­

s t o r e d , i f t h e p a r t i c l e i s c o u p l e d t o a v e c t o r f i e l d s u c h 

t h a t t h e d e r i v a t i v e s o f o c c u r a l w a y s i n t h e f o r m 

(2.3) 

a n d p r o v i d e d a n y p h a s e t r a n s f o r m a t i o n (2.1) i s a c c o m p a n i e d b y 

a c o m p e n s a t i n g g a u g e t r a n s f o r m a t i o n 

R„ a* + (2.1+) 

o f t h e v e c t o r f i e l d . I n f a c t m a n y a u t h o r s l o o k u p o n t h e r e ­

q u i r e m e n t o f p h a s e i n v a r i a n c e , a s w a s d o n e f i r s t b y L o n d o n 

(1927), a s t h e r a i s o n d ' e t r e f o r t h e e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d , 

w h o s e p o t e n t i a l s c a n b e i d e n t i f i e d w i t h t h e v e c t o r f i e l d A ^ 

i n t r o d u c e d a b o v e , p r o v i d e d t h e p a r a m e t e r C i s t a k e n a s t h e 
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e l e c t r i c c h a r g e o f t h e p a r t i c l e d e s c r i b e d b y t h e * f - f u n c t i o n . 

T h e n t h e g a u g e f r e e d o m o f t h e e l e c t r o m a g n e t i c p o t e n t i a l s c a n 

b e u t i l i z e d t o g u a r a n t e e t h e i n v a r i a n c e o f t h e S c h r o e d i n g e r 

e q u a t i o n u n d e r o n e - p a r a m e t e r p h a s e t r a n s f o r m a t i o n s o f t h e 

t y p e ( 2 . 1 ) . 

A s i m i l a r s i t u a t i o n a r i s e s i f o n e I n s i s t s , i n p r e s e n c e o f 

g r a v i t a t i o n a l o r q u a s i - g r a v i t a t i o n s l i n e r t i a l f i e l d s , o n i n v a r ­

i a n c e o f t h e a c t i o n p r i n c i p l e u n d e r l o c a l L o r e n t z t r a n s f o r m a ­

t i o n s . I f o n e d e n o t e s , i n a n u n d e r l y i n g c o n t i n u u m c o f . c o ^ o r d i n -

L 

a t e s if- g t h e c o - o r d i n a t e s o f a l o c a l i n e r t i a l f r a m e b y ^ 

( k = l , 2 , 3 » I j - ) 9 t h e n a n y i n f i n i t e s i m a l L o r e n t z t r a n s f o r m a t i o n t o 

a n o t h e r l o c a l i n e r t i a l f r a m e § 

1 ^ 1 = 1 + \(*) \ (2 .5) 

i s c h a r a c t e r i z e d b y a s i x - p a r a m e t e r s k e w t e n s o r 

X (x) - " A (*) ( 2 . 6 ) 

a n d a f f e c t s a n y ^ - f u n c t i o n a c c o r d i n g t o 

w h e r e y\.u i s t h e a p p r o p r i a t e o p e r a t o r r e p r e s e n t a t i o n o f t h e 

kt 

t r a n s f o r m a t i o n \ a c t i n g o n t h e c o m p o n e n t s o f y , f o r w h i c h 

e x p l i c i t e x p r e s s i o n s w i l l b e g i v e n i n t h e n e x t s e c t i o n . F o r 

t h e p u r p o s e o f t h e p r e s e n t s e c t i o n i t s u f f i c e s t o n o t e t h a t 

t h e d e r i v a t i v e s ^ ¥ a r e n o t i n v a r i a n t u n d e r t h e t r a n s f o r m a t i o n 

ay 
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( 2 . 7 ) . I n d e e d , i n c a s e o f a n i n f i n i t e s i m a l t r a n s f o r m a t i o n 

Y -* [ l + *X%>AtfJy ( 2 . 8 ) . 

t h e d e r i v a t i v e s o f t r a n s f o r m a s - ' 

g . _ [ ( + ^ i u « ] j j + * a a % y (2.9. 

H o w e v e r , i n v a r i a n c e o f t h e a c t i o n p r i n c i p l e g o v e r n i n g t h e 

d y n a m i c s o f t h e *p - f u n c t i o n c a n b e r e s t o r e d a s w a s f i r s t 

n o t i c e d i n t h i s c a s e b y U t i $ a m a (1956) ( s e e a l s o K a e m p f f e r , 

1965), i f t h e p a r t i c l e i s c o u p l e d t o a c o m p e n s a t i n g f i e l d 

B*<A = - ^ (2.10) 

s u c h t h a t t h e d e r i v a t i v e s o f ^ o c c u r i n t h e a c t i o n p r i n c i p l e 

a l w a y s i n t h e f o r m 

a n d p r o v i d e d t r a n s f o r m s a c c o r d i n g t o 

8i> - * B* + ^ + A M B , + 2^ (2.12) 

B y a n a l o g y w i t h (2.1).), i t i s t h i s t r a n s f o r m a t i o n (2..12) f o r 

w h i c h o n e s h o u l d r e s e r v e t h e t e r m " g a u g e t r a n s f o r m a t i o n " i n 

t h i s c a s e . T h e r e i s a c o n n e c t i o n b e t w e e n t h e d e r i v a t i v e s ( ) 

i n t r o d u c e d i n (2.11) a n d t h e c o v a r i a n t d e r i v a t i v e s o f 4̂ * w h i c h 

c a n b e e x t r a c t e d a s f o l l o w s . T h e t r a n s f o r m a t i o n i n t h e n e i g h ­

b o r h o o d o f a n y g i v e n c o n t i n u u m p o i n t t o a l o c a l i n e r t ' i a l 

f r a m e w i t h c o - o r d i n a t e s . 2 c a n a l w a y s b e c a r r i e d o u t t o f i r s t 
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o r d e r i f o n e k n o w s t h e f u n c t i o n s 

f l " = h > a n a fS'-i^ (2 .13) 

s o t h a t 

" ^ a n d ffj^ ( 2 . l i | ) 

I t s h o u l d b e n o t e d t h a t i n g e n e r a l 

ry*; " ^ * ° (2.15) 

i f t h e rj*(x) c a n b e c o n s i d e r e d a s 1 6 g i v e n f u n c t i o n s , i n d e ­

p e n d e n t o f t h e d e f i n i t i o n (2.13), r e p r e s e n t i n g t h e p r o p e r t i e s 

o f a g i v e n g r a v i t a t i o n a l o r q u a s i - g r a v i t a t i o n a l i n e r t i a l f i e l d . 

F o r e x a m p l e , t h e t r a n s f o r m a t i o n s b e t w e e n a n i n e r t i a l a n d a r o ­

t a t i n g c o - o r d i n a t e s y s t e m 

' s m ( « * > S 5 > + tcos(c«>r) I ' - x ' ^ + X ^ M ( 2 . 1 6 ) 

.3 _ 3 

a r e d e t e r m i n e d b y t h e t r a n s f o r m a t i o n f u n c t i o n s 

4-
(2.17) 
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o r , a l t e r n a t i v e l y , b y 

£ - 1 

f? = o 

( 2 . 1 8 ) 

T h e m e t r i b t e n s o r o f t h e c o n t i n u u m , d e f i n e d b y 

I* 

c a n b e o b t a i n e d f r o m t h e f u n c t i o n s ( x ) b y n o t i n g t h a t i f 

o n e t a k e s a s i n e r t i a l f r a m e a c a r t e s i a n s y s t e m w i t h 

ds= S*jf l d ! k - | § V d * - > = £ K ^ x * 
o n e h a s s i m p l y 

( 2 . 2 0 ) 

a n d a l s o 3**-S^tf// • (2-21) 

a l l o w i n g o n e t o c o m p u t e a l l o t h e r m e t r i c p r o p e r t i e s o f t h e 

c o n t i n u u m i n t e r m s o f t h e . 

o n e f i n d s t h a t 

0 

1 

0 

F o r t h e e x a m p l e g i v e n a b o v e 

\ 

( 2 . 2 2 ) 

o 

0 

1 0 

0 l - a f f t i ' J + U t f ] 

a n d 



1 9 

/ 
3T- 0 0 1 

a n d t h i s t e n s o r d e s c r i b e s i n t h e u s u a l f a s h i o n ( s e e L a n d a u 

a n d L i f s h i t z , 1 9 6 2 ) t h e q u a s i - g r a v i t a t i o n a l i n e r t i a l e f f e c t s , 

s u c h a s G o r i o l i s a n d c e n t r i f u g a l f o r c e s , i n t h i s p a r t i c u l a r 

r o t a t i n g c o n t i n u u m . I t w i l l a l s o b e n o t i c e d t h a t i n t h e l i m i t 

{*) -» 0 t h e m e t r i c t e n s o r a s w e l l a s t h e \y_ a n d r e ­

v e r t t o d i a g o n a l f o r m , a n d o n e a n t i c i p a t e s t h a t a n e x p a n s i o n 

o f i n t h e f o r m + w i l l c o r r e s p o n d t o s i m i l a r e x ­

p a n s i o n s o f Jry. a n d J^* . T h e d e r i v a t i v e ( 2 . 1 1 ) f o r t h e 

s p e c i a l c a s e o f a t e n s o r f i e l d w i t h c o m p o n e n t s i n t h e l o c a l 

i n e r t i a l f r a m e c a n b e c a s t , o n a c c o u n t o f t h e r e p r e s e n t a t i o n 

( s e e t h e n e x t s e c t i o n ) f o r i n t h i s c a s e , 

i n t h e f o r m 

T h e c o m p o n e n t s 'tyM a r e c o n n e c t e d w i t h t h e c o m p o n e n t s ty? i n 

t h e u n d e r l y i n g c o n t i n u u m b y 

a l l o w i n g o n e t o w r i t e , u s i n g V ^ ' - ^ a n d d̂ *Â  y 



2 0 

# p , < r gf + # r % ( 2 . 2 6 ) 

T h e s y m b o l s " p ' 0 a r e a b b r e v i a t i o n s f o r 

C S 6£> (2.27) 

w h e r e 

&f,o = c f f l n i (j>^ 8 ^ . ( 2 . 2 8 ) 

I f o n e n o w w r i t e s d o w n e q u a t i o n ( 2 . 2 6 ) f o r t h e m e t r i c t e n s o r 

Q , f o r w h o s e c o m p o n e n t s i n t h e i n e r t i a l f r a m e o n e h a s 

b y d e f i n i t i o n ( 2 . 2 b . ) a n d b e c a u s e o f t h e a n t i s y m m e t r y o f t h e 

a 
f i e l d s 

o n e o b t a i n s f o r t h e T 1 t h e e q u a t i o n s 

( 2 . 2 9 ) 

T h e y c a n b e s o l v e d u n i q u e l y i f O n e a s s u m e s t h a t t h e s y m b o l s 

T a r e s y m m e t r i c i n t h e l o w e r i n d i c e s , 

TP _ T-/° 
' I H > ' " ( 2 . 3 D 

w i t h t h e r e s u l t 

^ = * 3 r ( 3«*> + - 9 ^ - ) . ( 2 - 3 2 ) 

U n d e r t h e a s s u m p t i o n ( 2 . 3 D t h e a r e t h u s r e c o g n i z e d a s t h e 

a f f i n i t i e s o f t h e m e t r i c , a n d t h i s e s t a b l i s h e s e q u a t i o n 
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( 2 . 2 6 ) a s t h e c o v a r i a n t d e r i v a t i v e o f ( jV^*" 

sfxw* «r*;*. ( 2 . 3 3 ) 

I t s h o u l d b e n o t e d , h o w e v e r , t h a t (2.32) i s b y n o m e a n s t h e 

m o s t g e n e r a l s o l u t i o n o f t h e e q u a t i o n ( 2 . 3 0 ) . I n f a c t , a s w a s 

a l r e a d y p o i n t e d o u t b y S c h r o e d i n g e r (1950), i f o n e d o e s n o t 

a s s u m e t h e s y m m e t r y (2.31), t h e t h e s o l u t i o n o f (2.30) i s 

w h e r e G i s a t e n s o r , a r b i t r a r y e x c e p t f o r t h e a n t i s y m m e t r y 

B y s o l v i n g e q u a t i o n s (2.27) find""'(2V28) o n e c a n t h u s e x p r e s s 

t h e c o m p e n s a t i n g f i e l d I n t e r m s o f t h e m e t r i c f i e l d q u a n ­

t i t i e s a s 

B* = £ ' £ i^*/*" ^) (2.36) 

( F o r t h e e x a m p l e o f t h e r o t a t i n g s y s t e m c h a r a c t e r i z e d b y t h e 

m e t r i c t e n s o r (2.22) o n e f i n d s f o r t h e a f f i n i t i e s (2.32) 

r , * - - ^ " C i - ^ , = T i t * * ? * * ( 2 e 3 7 ) 

a l l o t h e r T* = 0 , 

a n d t h u s f o r t h e c o m p o n e n t s o f t h e c o m p e n s a t i n g f i e l d 

(2.38) 

w h i c h i s n o t s u r p r i s i n g b e c a u s e s u c h a q u a s i - g r a v i t a t i o n a l 
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i n e r t i a l f i e l d c a n a l w a y s b e t r a n s f o r m e d a w a y g l o b a l l y . ) T h e 

o b v i o u s l y q u i t e d i f f e r e n t s t r u c t u r e o f t h e t r u e g a u g e t r a n s -

f o r m a t i o n ( 2 . 1 2 ) o f t h e c o m p e n s a t i n g f i e l d , a s c o m p a r e d 

t o t h e s o - c a l l e d g a u g e t r a n s f o r m a t i o n s ( 1 . 1 0 ) o f t h e l i n e a r ­

i z e d f i e l d , s h o u l d s e r v e h e r e t o c a s t s e r i o u s d o u b t o n t h e 

f u n d a m e n t a l n a t u r e o f t h e t r a n s f o r m a t i o n s ( 1 . 1 0 ) , a n d t o e n ­

c o u r a g e a t t e m p t s a t d i s c a r d i n g i n a f u l l q u a n t u m t h e o r y o f 

g r a v i t a t i o n a n y " g a u g e c o n d i t i o n s " f l o w i n g f r o m t h i s p a r t i c u ­

l a r f e a t u r e o f t h e l i n e a r i z e d t h e o r y . I n f a c t , i n t h e l i n e a r 

a p p r o x i m a t i o n 

t h e c o m p e n s a t i n g f i e l d c o m p o n e n t s a r e o f t h e f o r m 

By* =
 fa> ~~ & (Tkfa +%W ~ ûr//) ( 2 . 1 + 0 ) 

a n d a r e i n v a r i a n t u n d e r t h e " g a u g e t r a n s f o r m a t i o n s " ( 1 . 1 0 ) , 

w h i c h r e q u i r e t o t r a n s f o r m a s 

c o n t r a r y t o t h e c o m p e n s a t i n g f i e l d s f\^. w h i c h a r e j u s t r i o t i n ­

v a r i a n t u n d e r t h e c o r r e s p o n d i n g g a u g e t r a n s f o r m a t i o n i n t h e 

e l e c t r o m a g n e t i c c a s e . 



3. T h e R e q u i r e m e n t o f L o c a l L o r e n t z I n v a r i a n c e 

E v e n t h o u g h i n p r e s e n c e o f g r a v i t a t i o n , l o c a l l y i n e r t i a l 

f r a m e s , i . e . c o - o r d i n a t e s y s t e m s t i e d t o f r e e l y f a l l i n g o b s e r v ­

e r s w h o a r e n o t r o t a t i n g w i t h r e s p e c t t o t h e d i s t a n t s o - c a l l e d 

f i x e d s t a r s , a r e i n g e n e r a l n o t c o n n e c t e d b y L o r e n t z t r a n s f o r m ­

a t i o n s i f t h e y a r e s o m e f i n i t e d i s t a n c e a p a r t , o n e c a n s t i l l 

i n s i s t o n t h e r e q u i r e m e n t o f l o c a l L o r e n t z i n v a r i a n c e , s o t h a t 

c o i n c i d e n t o b s e r v e r s c a n b e c o n n e c t e d b y a L o r e n t z t r a n s f o r m a ­

t i o n . T h i s r e q u i r e m e n t i s e q u i v a l e n t t o r e t a i n i n g N e w t o n ' s 

f i r s t l a w o f m o t i o n i n t h e f o r m ; A n y t w o c o i n c i d e n t i n e r t i a l 

o b s e r v e r s m o v e a t m o s t w i t h c o n s t a n t i n s t a n t a n e o u s v e l o c i t y w i t h 

r e s p e c t t o e a c h o t h e r . 

R e v e r t i n g n o w f o r t h e p u r p o s e o f t h i s s e c t i o n t o t h e n o t a ­

t i o n i n t r o d u c e d i n S e c t i o n 1 , a n d d r o p p i n g t h e d i s t i n c t i o n b e ­

t w e e n c o n t r a v a r i a n t a n d c o v a r i a n t c o m p o n e n t s w h i c h i s n o t n e c ­

e s s a r y f o r t h e p u r p o s e a t h a n d , s u c h a l o c a l L o r e n t z t r a n s f o r m ­

a t i o n i s m e d i a t e d b y a c o n s t a n t m a t r i x L^-o s o t h a t 

T o o b t a i n t h e r e p r e s e n t a t i o n s o f t h i s t r a n s f o r m a t i o n i t i s s u f ­

f i c i e n t t o c o n s i d e r a n i n f i n i t e s i m a l t r a n s f o r m a t i o n 

( 3 . D 

(3.2) 

w h e r e t h e m a t r i x e l e m e n t s a n d t h e s k e w 

s y m m e t r y r e l a t i o n 
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21+ 

\ ^ ~ ~ (3.3) 

o n a c c o u n t o f t h e i n v a r i a n c e o f 

T h e i n v e r s e t r a n s f o r m a t i o n i s t h e n s i m p l y 

= <^o - 7yJ (3.5) 

a n d s i n c e t h e ( k = l , 2 , 3 ) a r e r e a l , a n d 0̂ »f i s p u r e i m a g i n a r y , 

t h e "Ajk > !Xŷ t a r e r e a l , a n d t h e a r e p u r e i m a g i n a r y . N o w 

c o n s i d e r a m u l t i c o m p o n e n t f i e l d \pfl w h i c h u n d e r t h e t r a n s f o r m a ­

t i o n ( 3 » D t r a n s f o r m s i n t o • O n e d e f i n e s t h e r e p r e s e n t a t i o n 

A , , ) o f b y w r i t i n g 

^ - V . ' - ^ + J t ^ A ^ . l Y , . (3-6) 
( B y c o n v e n t i o n , t h e i n d e x A i s u n d e r s t o o d t o r u n f r o m 1 t o 1+ 

i n c a s e o f a v e c t o r f i e l d , a n d i n c a s e o f a 2 r a n k t e n s o r 

f i e l d *=• HL,p, t h e i n d e x A m a y b e t h o u g h t o f t o r u n f r o m 1 t o 

16 a c c o r d i n g t o t h e c o r r e s p o n d e n c e 

A : 1 2 3 k 5 6 7 8 9 10 11 12 13 11+ 15 1 6 

(3.7) 

*p s 11 12 13 11+ 21 22 23 21+ 31 32 33 31+ l + l 1+2 1+3 10+, 
w i t h s i m i l a r c o n v e n t i o n s f o r s p i n o r f i e l d s a n d t e n s o r f i e l d s 

o f h i g h e r r a n k . ) B y p l a c i n g a p r o b a b i l i t y i n t e r p r e t a t i o n o n 

^ R , o n e r e q u i r e s c o n s e r v a t i o n o f p r o b a b i l i t y , 

Y;V=HĈ  (3.8) 
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w h i c h u p o n s u b s t i t u t i o n o f ( 3 . 6 ) , n e g l e c t i n g t e r r a s q u a d r a t i c 

i n t h e 'X^-o , b e c o m e s 

?£e0 N ^ i * , B + V ^ ^ i ® ) * " ° . (3.9) 

O n a c c o u n t o f t h e r e a l i t y p r o p e r t i e s o f t h e ^y-o t h i s m e a n s 

t h a t i/\^> , w r i t t e n a s a m a t r i x i n t h e I n d i c e s A , B , i s h e r m i t -

e a n f o r (yeO ) = ( j k ) , ( I j l i ) , 

-A - /A* (3.10a) 
l'y<>>*e ~~ ~L'y<i>>^ft f o r {y*i> ) = ( j k ) , (kk) 

w h e r e a s f o r (yZz) ) = ( l j . k ) , ( j l + ) t h e m a t r i x / \ ^ > i s h e r m i t e a n , 

A = A* (3.10b) 

'>"*>8>* f o r ( ^ ^ ) = ( ] + k ) , ( j b r ) . 

T h e g e n e r a t o r s q u i t e g e n e r a l l y s a t i s f y t h e C . R . ' s ( s e e 

f o r e x a m p l e , L o m o n t (1959)) 

w i t h 

I n a t h r e e - v e c t o r n o t a t i o n t h e y m a y b e w r i t t e n 

1 > 2 - LS j X X !< * = (3.13) 

w h e r e 

/ 4 s ^ j M ; 3 ^ i ) i A i l a , 2 i j A l H = K>3 A 2 ^ ^ ) fe> . (3.114.) 

T h e v e c t o r c a n b e i n t e r p r e t e d a s a n g u l a r m o m e n t u m o p e r a t o r , 

g e n e r a t i n g t h e p u r e r o t a t i o n s i n s p a c e , a n d t h e v e c t o r K a s 
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c e n t e r o f m a s s c o - o r d i n a t e o p e r a t o r , g e n e r a t i n g t h e p u r e 

L o r e n t z t r a n s f o r m a t i o n s . 

F o r l a t e r r e f e r e n c e , t h e f o l l o w i n g t h r e e e x a m p l e s o f t h e s e 

r e p r e s e n t a t i o n s a r e u s e f u l . 

( i ) T h e V e c t o r F i e l d 

B y d e f i n i t i o n , a n y v e c t o r f i e l d A ^ . t r a n s f o r m s a c c o r d i n g t o 

fl^~> = ^ + T^,/?* • (3 .15) 

I d e n t i f i c a t i o n w i t h t h e d e f i n i t i o n (3«6) g i v e s t h e c o n d i t i o n s 

JiTytrA^yJ = ^ ( 3 . 1 6 ) 

w h i c h a r e s o l v e d b y 

>W*-<£« ( 3- 1 7 ) 

( i i ) T h e T e n s o r F i e l d 

B y d e f i n i t i o n , a n y t e n s o r f i e l d t r a n s f o r m s a c c o r d i n g t o 

Jn)~*J<* = LpLv&p ~ ̂ >+(ĉ  3.*r + S^7yy>)^ , ( 3 « l 8 ) 

I d e n t i f i c a t i o n w i t h t h e d e f i n i t i o n ( 3 . 6 ) g i v e s t h e c o n d i t i o n s 

& A / * A * y « y < r = + f \ f ' ( 3 . 1 9 ) 

w h i c h a r e s o l v e d b y 
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( I i i ) T h e S p i n o r F i e l d 

A i f o u r c o m p o n e n t s p i n o r ^ t r a n s f o r m s u n d e r a n i n f i n i t e s i m a l 

L o r e n t s t r a n s f o r m a t i o n ( s e e P a u l i (1958)) a c c o r d i n g t o 

y-* v'= sp w i t h s = i + y,LTP xjJXxt ( 3 . 2 D 

w h e r e t h e T̂ . a r e t h e w e l l - k n o w n D i r a c m a t r i c e s o p e r a t i n g o n 

t h e s p i n o r i n d i c e s o f *f « I d e n t i f i c a t i o n w i t h t h e d e f i n i t i o n 

(3.6) g i v e s a t o n c e t h e r e p r e s e n t a t i o n 



1+. C l a s s i f i c a t i o n o f P o l a r i z a t i o n S t a t e s o f a V e c t o r F i e l d 

i n T e r m s o f S p i n Q u a n t u m N u m b e r s 

I n t h e l i n e a r i z e d q u a n t u m t h e o r y o f g r a v i t a t i o n o n e a i m s 

a t t h e c l o s e s t p o s s i b l e a n a l o g y w i t h e l e c t r o d y n a m i c s . A c c o r d ­

i n g l y , i t i s d e s i r a b l e t o c l a s s i f y t h e p o s s i b l e p o l a r i z a t i o n 

s t a t e s o f g r a v i t o n s i n c l o s e a n a l o g y t o t h e c l a s s i f i c a t i o n o f 

p h o t o n s i n t o t r a n s v e r s e , l o n g i t u d i n a l , a n d t i m e - l i k e p h o t o n s 

( s e e , f o r e x a m p l e , A k h i e z e r a n d B e r e s t e t s k i i , 1 9 6 1 + ) . I t i s t h e 

p u r p o s e o f t h i s s e c t i o n t o b r i e f l y s u m m a r i z e t h e w e l l - k n o w n 

d e s c r i p t i o n o f t h e p o l a r i z a t i o n s t a t e s o f a v e c t o r f i e l d , f o r 

g i v e n p r o p a g a t i o n v e c t o r X , i n t e r m s o f t h e e i g e n v e c t o r s o f 

t h e o p e r a t o r r e p r e s e n t i n g a n i n f i n i t e s i m a l r o t a t i o n a r o u n d t h e 

d i r e c t i o n o f H , a n d t o i n t r o d u c e a n o t a t i o n t h a t l e r i d s i t s e l f 

f o r a n e a s y a d a p t a t i o n t o t h e c a s e o f t h e t e n s o r f i e l d w h i c h i s 

t h e o b j e c t o f t h e n e x t s e c t i o n . 

C o n s i d e r a r o t a t i o n a b o u t t h e x ^ - a x i s w h i c h i s g e n e r a t e d 

b y t h e o p e r a t o r ( s e e e q u a t i o n s (3.II4.) a n d (3.1?) , w i t h ^ / c 

l a b e l l i n g r o w s a n d 7) l a b e l l i n g c o l u m n s ) 

0 

i 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

T h e e i g e n v a l u e s o f " 2 3 a r e o b t a i n e d i n t h e u s u a l w a y b y s e t t i n g 

t h e d e t e r m i n a n t 
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X i 0 0 

i -A 0 0 

0 0 -A o 
0 0 o -A 

(1^2) 

y i e l d i n g t h e s o l u t i o n s X =1*0,-IjO, c o r r e s p o n d i n g t o a r e d u c ­

t i o n o f "2 3 i n t o a d i r e c t s u r a o f a (3x3) o p e r a t o r r e p r e s e n t ­

i n g a s p i n j = l a n d a ( l x l ) o p e r a t o r r e p r e s e n t i n g a s p i n j=0. 

C l a s s i f y i n g t h e r e s p e c t i v e e i g e n v e c t o r s a c c o r d i n g t o t h e q u a n ­

t u m n u m b e r s ( j , r a ) , o n e h a s a s e t o f f o u r s u c h e i g e n v e c t o r s 

(1,1), ( 1 ,0) , (1,-1); (0,0) o f Ẑ,3 w h i c h u p o n n o r m a l i z a t i o n 

m a y b e w r i t t e n a s t h e c o l u m n s o f t h e u n i t a r y m a t r i x 

/ 1 0 i o \ 

- i 0 I 0 

0 -/2 0 0 

0 0 0 HI 

s = 
J_ 
VI 

\ 
(k-3) 

I n o r d e r t o f i n d t h e e i g e n v e c t o r s o f t h e o p e r a t o r TE. Yj , w h i c h 

g e n e r a t e s t h e r o t a t i o n a b o u t t h e K - a x i s , i t i s u s e f u l t o f i r s t 

w r i t e a l l t h r e e g e n e r a t o r s " 2 , = i f \ a 3 i A 3 , , S ^ A V I 

i n t h e r e p r e s e n t a t i o n i n w h i c h ^ s d i a g o n a l , w h i c h i s b r o u g h t 

a b o u t b y t h e u n i t a r y t r a n s f o r m a t i o n m a t r i x S a c c o r d i n g t o 

OT^S'X.S oi = 5 " l S , S CT3 * S " ' S 3 S = d i a g ( l , 0 , - 1 , 0 ) . (I4..I4.) 

I n t h i s r e p r e s e n t a t i o n o n e h a s 



30 

WaX- 0 0 

via X-

a n d e a c h 0£ i s , o f c o u r s e , a g a i n a d i r e c t s u m o f t h e r e s p e c ­

t i v e o p e r a t o r s r e p r e s e n t i n g a s p i n j = l a n d a s p i n j=0. T h e 

o p e r a t o r (1+.5) h a s a g a i n t h e e i g e n v a l u e s 1 , 0 , - 1 ; 0 , a n d i t s 

n o r m a l i z e d e i g e n v e c t o r s ^ ( j , m ) , c l a s s i f i e d a c c o r d i n g t o s p i n 

q u a n t u m n u m b e r s j a n d m , a r e ( w i t h < k ) = C * * * * / * ^ . ] ^ ) 

o 
6 (̂ -*/) 

X-

o 
0 

0 o 1 

(1 ; .6 ) 

T h e e i g e n v e c t o r s o f "2>->f a r e t h e n o b t a i n e d b y i n v e r t i n g t h e 

t r a n s f o r m a t i o n (I4..I4.), t h u s 

f-x,x3-<*>x\ 
x,\ 

V 

~X2Xj-c'c0Xt 

«>z-x? 

\ 0 J 

(14--7) 
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L CO 

o 
o 

The " p o l a r i z a t i o n s t a t e v e c t o r s " €^(s) (s=l,2,3,14-)» c h a r a c t e r ­

i z e d by the " p o l a r i z a t i o n quantum number" s , have the p r o p e r ­

t i e s 

O f o r s = l , 2 

# ? r ^ = <\ >̂ f o r s=3 

J * ) f o r s=l+ 

w h e r e a s ^ 

U + . 8 ) 

(1+.9) 

( I + . I O ) 

s £ V * ; € v (s) = £ 
(l+.ll) 

r 5 * ^ a
 f o r s = i 

£ / - £ s J = J S - ^ - ^ t ^ f o r s=2 

-£(^3) f o r s=3 
V ~ for 3=1+. 
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I t i s t h e p r o p e r t y (I4..9) w h i c h a l l o w s o n e t o l o o k u p o n t h e 

v e c t o r s a n d ̂ ,(2) a s r e p r e s e n t i n g " t r a n s v e r s e " p o l a r i z a ­

t i o n s t a t e s , t h e v e c t o r €^,(3) a s a " l o n g i t u d i n a l " p o l a r i z a t i o n 

s t a t e , a n d t h e v e c t o r a " t i m e - l i k e " p o l a r i z a t i o n s t a t e . 

F o r s o m e p u r p o s e s i t w i l l b e f o u n d u s e f u l t o e x p r e s s t h e €.,,(5) 

i n t e r m s o f p o l a r a n g l e s d e f i n e d b y t h e d i r e c t i o n o f / , 

(a) Sine cosji^ cOSS»e scrtff, u)cos&) 
(1+.13) 

w i t h t h e r e s u l t 

- cosO cos & -tS'nf* 

C0S6 S<~r>P +LcoSf6 

— Sen O 

O J 
r 

- COS 6 CoS&+<St~r?p6 "I 

-COS & sin ^ - (COS & 

— SfV? e 

J 

r 5cn & cos/^ 

cos e 

o 
r o ̂  

o 

o 

I 

J 

J 

(I4..II+) 

A n a d d i t i o n a l p r o p e r t y o f t h e t r a n s v e r s e p o l a r i z a t i o n v e c t o r s 

i s 



5. C l a s s i f i c a t i o n o f P o l a r i z a t i o n S t a t e s o f a T e n s o r 

F i e l d i n T e r r a s o f S p i n Q u a n t u m N u m b e r s 

T h e t e n s o r f i e l d m a y b e t r e a t e d i n a f a s h i o n a n a l o g o u s t o 

t h e v e c t o r f i e l d , p r o v i d e d t h a t t h e 16 c o m p o n e n t s o f t h e t e n s o r 

f i e l d a r e t r e a t e d a s c o m p o n e n t s o f a 16 d i m e n s i o n a l c o l u m n v e c ­

t o r , a c c o r d i n g t o t h e l a b e l l i n g s c h e m e g i v e n i n (3»7). T h e 

(16x16) o p e r a t o r g e n e r a t i n g a r o t a t i o n a b o u t t h e - a x i s 

( s e e (3.20) w i t h y f t > l a b e l l i n g r o w s a n d po" l a b e l l i n g c o l u m n s ) 

i s g i v e n b y 

* J - I I X 0 0 1 
^ 3 = L / V H ( 5 . D 

' X i i 0 0 

- i i X 0 0 

0 0 X 0 

\ 0 0 0 X 

w h e r e I & d i a g (1,1,1,1) a n d X i s t h e m a t r i x (I4..I). N o t e t h a t 

<Aaw«r" ̂ o ® Av^cr + £ A ^ f ® £«- (5.2) 

w h e r e ® s y m b o l i z e s a d i r e c t p r o d u c t . T h e e i g e n v a l u e s o f T l ^ 

a r e s o l u t i o n s o f 

d e t C S , - * ; ) - **(\x-i)¥(tf-9) = 0 , (5.3) 

n a m e l y / \ = 2 , 1 , 0 , - 1 , - 2 ; 1 , 0 , - 1 ; 0 ; 0 ; 1 , 0 , - 1 ; 1 , 0 , - 1 c o r r e s p o n d i n g 

t o a r e d u c t i o n o f ^ 3 i n t o a d i r e c t s u m o f a (5x5) o p e r a t o r 

r e p r e s e n t i n g a s p i n j=2, t h r e e (3x3) o p e r a t o r s r e p r e s e n t i n g 

s p i n s j = l , a n d t w o (1x1) o p e r a t o r s r e p r e s e n t i n g s p i n s j=0. 

C l a s s i f y i n g t h e r e s p e c t i v e e i g e n v e c t o r s a c c o r d i n g t o q u a n t u m 
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n u m b e r s ( j , m ) o n e h a s a s e t o f s i x t e e n s u c h e i g e n v e c t o r s (2,2), 

(2,1),(2,0),(2,-1),(2,-2); (1,1),(1,0),(1,-1); (0,0); (0,0); 

(1,1),(1,0),(1,-1); (1,1),(1,0),(1,-1) w h i c h , u p o n n o r m a l i z a ­

t i o n , m a y b e w r i t t e n a s t h e c o l u m n s o f t h e u n i t a r y m a t r i x 

1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

-1 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 & 0 0 0 0 

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 

- i 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 -72 0 0 0 0 

-1 0 -ft 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 - i 0 i 0 0 0 0 0 0 - i 0 i 0 0 0 

0 0 0 0 0 - i 0 i 0 0 0 0 0 - i 0 i 

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 -1 0 0 0 

0 - i 0 i 0 0 0 0 0 0 i 0 - i 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 72 0 

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 -1 

0 0 0 0 0 - i 0 i 0 0 0 0 0 i 0 - i 

0 0 0 0 0 0 # 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 -f3 1 0 0 0 0 0 0 

(5.1+) 

R e m e m b e r i n g t h a t t h e s e c o l u m n s , w i t h t h e l a b e l l i n g c o n v e n t i o n 

( 3 « 7 ) r e p r e s e n t 2 n d r a n k t e n s o r s , o n e c a n s e e t h a t t h e f i r s t 

n i n e o f t h e s e t e n s o r s a r e s y m m e t r i c a n d t r a c e l e s s , t h e t e n t h 

i s d i a g o n a l a n d h a s a t r a c e , a n d t h e r e m a i n i n g s i x a r e s k e w 1 

( a n d h e n c e t r a c e l e s s ) . D e f i n i n g t h e c£ a n a l o g o u s l y t o t h e 
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v e c t o r c a s e , S p r o v i d e s a b r e a k d o w n o f G~.x i n t o b l o c k s , c o r ­

r e s p o n d i n g t o a r e d u c t i o n i n t o a d i r e c t s u m o f t h e t y p e 

( j = 2 ) © ( j = l ) e ( j = 0 ) e ( j = 0 ) © ( j = l ) © ( j = l ) s i m i l a r t o t h e 

r e d u c t i o n o f "2t3 n a m e l y 

Scr-if = 

SX- XX3 

o o 
o 

O " 

0 O " 
o o o 0 

o 
o 

0 

0 o 
-JX3 

2X- -¥Xj 

o 
^ _ 

s/5*-
J 

( 5 . 5 ) 

VS7X-
o 

T h e o p e r a t o r ( 5 * 5 ) a g a i n h a s e i g e n v a l u e s 2 , 1 , 0 , - 1 , - 2 ; ! , 0 , - 1 ; 

0 ; 0 ; 1 , 0 , - 1 ; 1 , 0 , - 1 a n d I t s n o r m a l i z e d e i g e n v e c t o r s c l a s s i f i e d 

a c c o r d i n g t o ( j , m ) a r e g i v e n i n A p p e n d i x A a n d l a b e l l e d 

f ( j , m ) j - 2 m = 2 , 1 , 0 , - 1 , - 2 

j = l m = l , 0 , - l 

j = 0 m = 0 

s y m m e t r i c , t r a c e l e s s 

j ( 0 , 0 ) ^ ( l , m ) : m = l , 0 , - l 

/ f r ( l , m ) : m = l , 0 , - l 

t r a c e s k e w 

( 5 . 6 ) 

T h e e i g e n v e c t o r s o f 21 -X a r e a l s o g i v e n i n A p p e n d i x A , a n d a r e 

l a b e l l e d 

S ^ ( j , m ) * €p*(?-J[J+t]-»>) 

S | ( 0 , 0 ) - (to) 

( l , m ) » ^ ( < * - " > ) 

S Y ( l , m ) 2 <^>(^'m) 

( 5 . 7 ) 
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T h e s i x t e e n p o l a r i z a t i o n t e n s o r s £ ^ ( s ) ( s = l , . . . l 6 ) , c h a r a c ­

t e r i z e d , b y t h e p o l a r i z a t i o n q u a n t u m n u m b e r s , c a n b e d e c o m p o s e d 

i n t o l i n e a r c o m b i n a t i o n s o f p r o d u c t s o f t h e f o u r p o l a r i z a t i o n 

\ 
v e c t o r s C^^s) t r e a t e d i n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n , a s f o l l o w s : 

t r a n s v e r s e - t r a n s v e r s e 

(5.8) 

» ,z Fee; €*(3) + c^6o;] 
^ Y K t r a n s v e r s e -

f l o n g i t u d i n a l 
€„*(*J = ± €*(3) V - (3> J 

C*(3) =_/\2£M(3)€v(is)- €^o)d>(fi)- e^aJCvOj] m i x e d 

£ * u ft] - ./ (a) £ T J <V; V- €M (v) 

t r a n s v e r s e -
t i m e - l i k e 

C< (V>> ft) + (ti €v o) 
m i x e d 

m i x e d 

c otj = / [ o e; 6* a ) - c , ^ ; e <w 1 t r a n s v e r s e -
l o n g i t u d i n a l 



3 7 

€ro('*) =• X C & * ( 0 € v ( 3 ) - €^C*)€vO)^ t r a n s v e r s e - t r a n s v e r s e 

C^vf/v) = j \€L«0) ev(^) ~ €v0)~\ I t r a n s v e r s e -
V5 t i m e - l i k e 

v (1)1 I l o n g i t u d i n a l -
^ " ' f t i m e - l i k e 

T h e p o l a r i z a t i o n t e n s o r s h a v e b e e n n a m e d a c c o r d i n g t o t h e . c o m ­

b i n a t i o n o f p o l a r i z a t i o n v e c t o r s f r o m w h i c h t h e y h a v e b e e n 

f o r m e d . T h e y h a v e t h e a d d i t i o n a l p r o p e r t i e s 

^ 0 ) = € * » ( £ ) y (*) ~ f¥)^ - ( 5 . 9 ) 

CM-J (") - €»*(/3) t €.„v f/<t) = €0»fa)ti a l l o t h e r s a r e r e a l 

s 1 , 5 3 = 1 , 5 

3 = 2 , 1 + 3 = 2 , 1 + 

fu> € * ( 3 ) s = 3 3 = 3 

s = 6 , 8 id €*(',*) s = 6 , 8 

A * * s = 7 s = 7 

s = 9 3 = 9 

_L 7?* 
c2 

3 = 1 0 

,2 
3 = 1 0 
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^ s = l l , 1 3 €*0,i) s = l l , 1 3 

O s = 1 2 O s = 1 2 

s = l l i , l 6 - i £ € ? 0 , * ) s = l l | . , 1 6 

~L_ X-O S=15 — c X-o s=l5 

rs) 6..-0 # ' j - X L ' ( 5 . i i ) 

^ e ^ ^ ) ^<r^ - cSLcCcr (5 .12) 

O t h e r p r o p e r t i e s s u c h a s t h e e x p r e s s i o n o f ^^(s) I n t e r m s 

o f p o l a r a n g l e s a n d t h e v a l u e s o f ( - ^ s ) may b e f o u n d 

f r o m (5«8) a n d t h e a p p r o p r i a t e r e s u l t f r o m S e c t i o n I4.. 



6 . T h e D y n a m i c a l A t t r i b u t e s o f C l a s s i c a l G r a v i t o n s P l o w i n g 

P r o m a n A c t i o n P r i n c i p l e 

T h e s o u r c e - f r e e g r a v i t a t i o n a l f i e l d i n l i n e a r a p p r o x i m a ­

t i o n , a s w a s e x p l a i n e d i n s e c t i o n 1, i s d e s c r i b e d b y a t e n s o r 

f i e l d o f t h e s e c o n d r a n k , 1^(x) w h i c h s a t i s f i e s t h e w a v e 

e q u a t i o n 

•"L> s J£W^T = d*J^_ _ dx%H> = o ( 6 . 1 ) 

at" 
t h e s y m m e t r y c o n d i t i o n 

a n d t h e t w o g a u g e c o n d i t i o n s o f P i e r z 

JM/0=O ( 6 . 3 a ) 

T„~°- (6 .3b) 

T h e d y n a m i c a l p r o p e r t i e s o f s u c h a f i e l d w i l l b e e x a m i n e d i n 

t h i s s e c t i o n a n d i n s e c t i o n 7« I n t h i s s e c t i o n , t h e t h r e e C o n ­

d i t i o n s ( 6 . 2 ) , ( 6 . 3 ) w i l l b e i g n o r e d , a n d 'T^o w i l l r e p r e s e n t 

a g e n e r a l t e n s o r f i e l d s a t i s f y i n g o n l y t h e w a v e e q u a t i o n ( 6 . 1 ) 

a n d t h e r e a l i t y c o n d i t i o n s , r e a l , Wv£ , $ y i m a g i n ­

a r y w h i c h f o l l o w f r o m t h e r e a l i t y c o n d i t i o n s o n t h e s t a t e d 

a f t e r ( 3 » 5 ) . T h i s c o r r e s p o n d s t o a s t u d y o f " g e n e r a l i z e d 

e l e c t r o d y n a m i c s " w h i c h i s d e s c r i b e d b y a v e c t o r f i e l d 

s a t i s f y i n g o n l y t h e w a v e e q u a t i o n ( 1 . 2 3 ) . G e n e r a l i z e d e l e c t r o ­

d y n a m i c s b e c o m e s t h e s a m e a s M a x w e l l ' s e l e c t r o d y n a m i c s o n l y 
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w h e n , t o (1.23), i s a d d e d t h e L o r e n t z c o n d i t i o n (1.21). T h u s , 

t h e g r a v i t a t i o n a l a n a l o g o f t h e L o r e n t z c o n d i t i o n i s t h e s e t 

o f c o n d i t i o n s (6.2) a n d (6.3). 

T h e f i e l d e q u a t i o n s (6.1) m a y b e " d e r i v e d " f r o m a n a c t i o n 

p r i n c i p l e , u s i n g t h e L a g r a n g i a n d e n s i t y 

L = ' ^ ^ / r ^ / ^ ( c o n s t . ) (6.I4.) 

w h e r e a c o n s t a n t m u s t b e i n c l u d e d f o r d i m e n s i o n a l c o n s i s t e n c y , 

b u t w i l l b e i g n o r e d f o r n o w . I f o n e t r e a t s t h e 1^,^ a s 16 

i n d e p e n d e n t f i e l d v a r i a b l e s , t h e n t h e a c t i o n p r i n c i p l e 

- ° (6.5) 

y i e l d s , i n t h e u s u a l m a n n e r , t h e E u l e r - L a g r a n g e e q u a t i o n s 

\ (6.6) 
a V/>-o/<r_ 

w h e r e d x = = d x , d x ^ d x ^ d t ( s e e R o m a n , 1961+, C h . I V - , § \ ) , 

P r o m N o e t h e r ' s t h e o r e m , t h e i n v a r i a n c e o f t h e a c t i o n 

( 6 .7 ) 

u n d e r v a r i o u s t r a n s f o r m a t i o n s i m p l i e s t h e e x i s t e n c e o f c o n ­

s e r v e d q u a n t i t i e s a s f o l l o w s . S u p p o s e Z. = Z ( ^ , ) 

w h e r e % i s a n a r b i t r a r y f i e l d . I f i s i n v a r i a n t u n d e r 

s p a c e o r t i m e t r a n s l a t i o n s , t h e n t h e m o m e n t u m 



o r t h e e n e r g y 

r e s p e c t i v e l y i s c o n s e r v e d , w h e r e d x = d X j d x ^ d X j . I f i s 

i n v a r i a n t u n d e r r o t a t i o n s , t h e n t h e t o t a l a n g u l a r m o m e n t u m 

J ~ k ^ L k + S k ( 6 . 1 0 ) 

i s c o n s e r v e d , w h e r e 

Lk * - e ^ J d * X c - ^ ( 6 . 1 1 ) 

I s t h e o r b i t a l a n g u l a r m o m e n t u m , w h i c h d e p e n d s o n t h e c h o i c e 

o f t h e c o - o r d i n a t e s y s t e m ( w i t h ifj t h e m o m e n t u m d e n s i t y , a n d 

£!y/ t h e u s u a l c o m p l e t e l y a n t i s y m m e t r i c t e n s o r d e n s i t y ) a n d 

Sj. i s t h e s p i n a n g u l a r m o m e n t u m 

Sfc- -<"^/cfe | | ^ * . B < f i ( 6 . 1 2 ) 

w i t h f\\:-fi6 d e f i n e d b y (3.6). T h e m o m e n t u m , e n e r g y , a n d 

s p i n a r e , i n t e r m s o f t h e t e n s o r f i e l d !^i> , 

(6.1-3) 

SA = Styjelz (f/j^-J,^ + \ f a - ty, fa) 

(6.11+) 

(6 .15) 



1+2 

A t t h i s p o i n t t h e d e v e l o p m e n t o f S e c t i o n 5 e n a b l e s o n e t o 

m a k e a F o u r i e r d e c o m p o s i t i o n o f I^^M , i n c o m p l e t e a n a l o g y 

t o t h e c o r r e s p o n d i n g e x p a n s i o n o f e l e c t r o d y n a m i c s , b y u s i n g t h e 

p o l a r i z a t i o n t e n s o r s ^ ( ' s j ( s e e d e f i n i t i o n (5.7)) a s f o l l o w s 

w h e r e V i s a n o r m a l i z a t i o n v o l u m e , w h i c h c a n b e e x t e n d e d t o i n ­

f i n i t y b y m e a n s o f t h e c o r r e s p o n d e n c e 

(6.17) 

t h e t e r m s i n t h e e x p o n e n t i a l s a r e f o u r v e c t o r p r o d u c t s 

^Tf-Z-cdt (6.18) 

s o t h a t (6.16) a u t o m a t i c a l l y s a t i s f i e s t h e w a v e e q u a t i o n (6.1), 

t h e a n d a r e F o u r i e r a m p l i t u d e s d e f i n e d b y (6.16), 

a n d t h e f a c t o r (2u>) ^ m a y b e t h o u g h t o f a s p a r t o f t h i s d e f i n i ­

t i o n , f o r r e a s o n s w h i c h w i l l b e c o m e o b v i o u s l a t e r . A c o n s t a n t 

t o m a t c h t h e d i m e n s i o n a l i t y h a s b e e n o m i t t e d f o r t h e p r e s e n t . 

T h e r e a l i t y c o n d i t i o n s o n t h e ly-d r e q u i r e t h a t t h e F o u r i e r 

a m p l i t u d e s s a t i s f y t h e r e l a t i o n s 

s=l-5,9,10,ll-13 
(6.18) 

-A(r,s) s=6-8;ll+-l6. 
I f o n e s u b s t i t u t e s t h e e x p a n s i o n (6.16) i n t o (6.11+)., t h e e n e r g y 

b e c o m e s 



i+3 

V- €^(s)6> <s)&Y*,s)6r*,s1& 
(6.19) 

B e c a u s e o f t h e r e l a t i o n 

fize*<(***1* » e * i f i f e 

"6 (zrr) Q(x+*') 

(6.20) 

a n d t h e f a c t t h a t 

XiX'+cJod'* -XiK i-co% = O w h e n x/=-3/- (6.21) 

t h e f i r s t t w o t e r m s v a n i s h ; s o , u s i n g (6.17), 

tf= j £ &f(*,*)&*,*0 + ̂ (^M$*U<*>s)\ (6.22) 

a n d , m a k i n g u s e o f t h e o r t h o n o r m a l i t y r e l a t i o n (5.11), o n e o b ­

t a i n s 

// = ~H«>J?j>ys)&x,s) = Tidn(Z,s) (6.23) 

w h e r e / ^ s ) m a y b e t h o u g h t o f a s t h e n u m b e r o f " c l a s s i c a l g r a v i ­

t o n s " o f m o m e n t u m % a n d p o l a r i z a t i o n s . A s i m i l a r c a l c u l a t i o n 

f o r t h e m o m e n t u m y i e l d s 

£t 1 ' ' (6.21+) 



T h e s p i n i s m o r e c o m p l i c a t e d , a s i m i l a r c a l c u l a t i o n y i e l d s 

• y M s y S. ^ 7 (6.25) 

w h e r e t h e s y m b o l m e a n s a s u m m a t i o n o n l y o v e r s a n d s ' 

e i t h e r b o t h l e s s t h a n 11 ( s y m m e t r i c ) o r b o t h g r e a t e r t h a n 10 

( s k e w ) . A n e x p l i c i t s u b s t i t u t i o n u s i n g r e l a t i o n s (5.8) a n d 

t h e p o l a r i z a t i o n v e c t o r s • (I4..7) y i e l d s , s u p p r e s s i n g t h e 7< 

- IS tfw&to) -_/ I fMk?) - j_ l*t?)l<*) - JL 60*) ( 6 . 2 6 ) 
/2 ^ 7 5 " <f3 . 

7 5 v^" 7 5 

V5 

& v f f vs: / j J 

w h e r e 



7. T h e R e s t r i c t i o n s I m p o s e d b y t h e A u x i l i a r y C o n d i t i o n s 

T h e l i n e a r i z e d , s o u r c e - f r e e g r a v i t a t i o n a l f i e l d i s d e s ­

c r i b e d b y a t e n s o r f i e l d w h i c h s a t i s f i e s , i n a d d i t i o n t o 

t h e w a v e e q u a t i o n ( 6 . 1 ) , t h e c o n d i t i o n o f s y m m e t r y ( 6 . 2 ) a n d 

t h e F i e r z g a u g e c o n d i t i o n s ( 6 . 3 ) . A p p l y i n g t h e s e c o n d i t i o n s 

t o t h e e x p a n s i o n ( 6 . 1 6 ) , o n e o b t a i n s f r o m ( 6 . 2 ) 

Jv ZZZ>\y^ ** J (7.1) 

a n d s i n c e , f o r s = l l , . . . 1 6 , 

€^(*)-€r(s) = a^Cs) O } (7.2) 

i t f o l l o w s t h a t 

b ( s ) = b ^ s ) = 0 f o r s = l l , . . . l 6 . (7.3) 

S i m i l a r l y , f r o m t h e c o n d i t i o n ( 6 . 3 a ) o n e o b t a i n s 

^ ^ ^ j - O , (7.1+) 

w h i c h i s a s e t o f f o u r c o n d i t i o n s {ft • = 1 , 2 , 3 , 1 4 . ) • U s i n g t h e 

r e l a t i o n s ( 5 . 1 0 ) , o n e f i n d s t h a t t h e y b e c o m e 

6 fa) + Uu) + t'lAO'j + 6(/¥j] = O 

6 (v) - (fs />(?)-*• ± I (so) - & Os) = O 

6(7) -<LJ><& - 2j£(*) - -+60s) - o. 
VI JJ 

S i m i l a r l y , c o n d i t i o n (6.3b) y i e l d s 

(7.5) 



1+6 

b(10) = b +(10) = 0. (7.6) 

C o m b i n i n g t h e s e c o n d i t i o n s , o n e a r r i v e s a t 

Aty-n&c) - o 

6<¥) •+ ti>(?) = o 

6(7) -critic?) = o 

(7.7) 
6(3) -J.6(9) - O 

6(s) = 0, S - / o , . . . / £ 

a n d f r o m t h e m , o n e o b t a i n s f o r t h e c l a s s i c a l " g r a v i t o n n u m b e r s " 

#(S) =£f(s)&(s) t h e c o n s t r a i n t s 

n(2) + n(6) = 0 

n ( l + ) + n ( 8 ) = 0 
(7.8) 

n(3) + n(7) + n(9) = 0 

n ( s ) = 0, s=10,...16. 

T h e s e c o n d i t i o n s a r e t h e c o m p l e t e a n a l o g o f t h e e f f e c t t h e L o r ­

e n t z c o n d i t i o n h a s i n e l e c t r o d y n a m i c s , w h i c h , i n t e r m s o f 

F o u r i e r a m p l i t u d e s , a m o u n t s t o t h e c o n s t r a i n t s 

b(3) + i b ( l + ) = 0, n(3) + n ( l + ) = 0 (7.9) 

w h e r e p o l a r i z a t i o n s 3 a n d 1+ r e f e r r e s p e c t i v e l y t o l o n g i t u d i n a l 

a n d t i m e - l i k e p h o t o n s . T h e e n e r g y a n d m o m e n t u m a r e m o d i f i e d 

b y (7.7) t o b e c o m e 
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(7.10b) 

w h i c h i s a n i m p o r t a n t r e s u l t , n a m e l y , t h a t o n l y t h e t w o p o l a r i ­

z a t i o n s o f s y m m e t r i c t r a n s v e r s e - t r a n s v e r s e g r a v i t o n s c o n t r i b u t e 

t o t h e e n e r g y a n d m o m e n t u m . T h e s e m a y b e d e f i n e d r e s p e c t i v e l y 

a s r i g h t h a n d a n d l e f t h a n d c i r c u l a r p o l a r i z a t i o n s . T h e s p i n 

i s a l s o m o d i f i e d b y (7.7) t o y i e l d 

I n t h e n e x t s e c t i o n , i t w i l l b e s h o w n t h a t t h e c o e f f i c i e n t s o f 

p h y s i c a l s i g n i f i c a n c e . T h u s , t h e s p i n ( i n t h e d i r e c t i o n o f p r o ­

p a g a t i o n ) m a y b e i d e n t i f i e d w i t h t h e d i f f e r e n c e o f t h e n u m b e r o f 

o f a s i n g l e g r a v i t o n w h i c h i s 2, *n?(«gJtaEft*lMa^nTst-ogy " i f t t t t k c t h e 

e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d w h o s e s p i n i s g i v e n b y t h e n u m b e r o f R H 

m i n u s n u m b e r o f L H c i r c u l a r l y p o l a r i z e d p h o t o n s , t i m e s t h e s p i n 

o f a s i n g l e p h o t o n ( w h i c h i s 1 ) . 

C o n s i d e r a p u r e L o r e n t z t r a n s f o r m a t i o n i n t h e *X( d i r e c ­

t i o n w i t h 'Xi* = """'Â  = v ( s e e e q u a t i o n (3.2)), w h e r e N / 9 ^ I s o 

(7.11) 

a n d i n (7.11) a r e g a u g e d e p e n d e n t a n d h e n c e a r e o f n o 

r i g h t h a n d c i r c u l a r l y p o l a r i z e d g r a v i t o n s a n d t h e n u m b e r 

o f l e f t h a n d c i r c u l a r l y p o l a r i z e d g r a v i t o n s t i m e s t h e s p i n 

t h a t 
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, (7.12) 

B e f o r e t h e b e h a v i o u r o f t h e g r a v i t a t i o n a l f i e l d u n d e r s u c h a 

t r a n s f o r m a t i o n i s c o n s i d e r e d , t h e b e h a v i o u r o f t h e e l e c t r o m a g ­

n e t i c f i e l d w i l l b e e x a m i n e d . T h e e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d i s a 

v e c t o r f i e l d a n d h e n c e m u s t t r a n s f o r m a c c o r d i n g t o 

(7.13) 

b y t h e r u l e (3.15). B e s i d e s b e i n g a v e c t o r f i e l d , fl^(t) m u s t 

a l s o s a t i s f y t h e L o r e n t z c o n d i t i o n 

/3r/<r = 0 (7.11+) 

i n t h e n e w s y s t e m , s i n c e (7.11+) i s a s c a l a r . I n o r d e r t o s e e 

h o w t h e F o u r i e r a m p l i t u d e s o f s u c h a f i e l d a r e a f f e c t e d b y t h i s 

' t r a n s f o r m a t i o n , o n e m u s t m a k e t h e d e c o m p o s i t i o n 
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a r*>=_/ X _ i _ ̂  [ <s)lfXjs)e  ('*x + gcs)$z s) e*xl (7.15) 

w h e r e t h e p o l a r i z a t i o n v e c t o r s w e r e i n t r o d u c e d I n S e c t i o n 

\ , I t i s h e l p f u l t o t a k e t h e s i m p l e c a s e o f a p l a n e w a v e , w i t h 

p r o p a g a t i o n v e c t o r k = ( 0 , 0 , w ) a n d w i t h R H c i r c u l a r p o l a r i z a ­

t i o n ( s = l ) , s o t h a t 

' YiT iff* &L'L
 (?'l6) 

I n c o m p o n e n t s , t h e t r a n s f o r m e d f i e l d b e c o m e s 

/%'<*') - " -L " " , 
v5" (7.17) 

/9,'M = o 

N o w t h e v e c t o r p r o d u c t k x ' m a y b e w r i t t e n a s k ' x i f o n e d e f i n e s 

k ' t o b e a n e w p r o p a g a t i o n v e c t o r 

k * = ( i v w , 0 , w , lw). (7.18) 

T h i s e n a b l e s o n e t o d e t e r m i n e t h e F o u r i e r a m p l i t u d e s o f t h e 

t r a n s f o r m e d f i e l d , &(%>s) , d e f i n e d b y 

~I.1L ^L^L le^csjl'teje'** + d?c*)6%s)e(** 
y 77" Z vSo s = / L / ( 7 * 1 9 ) 

http://~i.1L
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F i r s t o f a l l , i t i s c l e a r t h a t c>(x}s) v a n i s h e s u n l e s s X * / 

N e x t , e x p r e s s i o n s f o r ^/t<(k/

>s) a r e f o u n d , u s i n g d e f i n i t i o n 

(U-7) t o b e 

( £ ' ' ) f/>-t\ -<V, o) G , Gfs)= (<V, o , o) 

( 7 . 2 0 ) 

a n d , s o l v i n g t h e e q u a t i o n s ( 7 . 1 7 ) f o r t h e b ' ( k ' , s ) , o n e o b t a i n s 

£'(2) = O ( 7 . 2 1 ) 

A '(3) = nrlo) 

w h e r e t h e i m p o r t a n t f a c t s a r e t h a t t h e a m p l i t u d e s f o r l o n g i t u d ­

i n a l a n d t i m e l i k e p h o t o n s s t i l l o b e y 

b ' ( 3 ) + i b ' ( l | ) = 0 , n ' ( 3 ) + n ' ( l + ) = 0 ( 7 . 2 2 ) 

w h i c h i s r e q u i r e d b y t h e L o r e n t z c o n d i t i o n , a n d t h a t t h e a m p l i ­

t u d e s f o r t r a n s v e r s e p h o t o n s a r e i n v a r i a n t . 

T h e t r e a t m e n t o f t h e g r a v i t a t i o n a l f i e l d p r o c e e d s i n t h e 

s a m e m a n n e r . T h e c o n d i t i o n o f s y m m e t r y a n d t h e g a u g e c o n d i t i o n s 

m u s t r e m a i n t r u e i n t h e t r a n s f o r m e d c o - o r d i n a t e s y s t e m , b e c a u s e 

t h e y a r e e x p r e s s e d b y t e n s o r , v e c t o r , a n d s c a l a r e q u a t i o n s . 

U s i n g t h e s y m m e t r y c o n d i t i o n o n e c a n o b t a i n t h e t r a n s f o r m a t i o n 
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l a w f o r t h e f i e l d c o m p o n e n t s f r o m e q u a t i o n ( 3 . 1 8 ) 

/ ( 7 2 3 ) 

- *(n-v„) = Tit-vfsi 

T h e n , i f o n e t a k e s t h e e x a m p l e o f a p l a n e g r a v i t a t i o n a l w a v e 

w i t h p r o p a g a t i o n v e c t o r k = ( 0 , 0 , w ) a n d w i t h R H c i r c u l a r 

p o l a r i z a t i o n ( s = l ) , t h e f i e l d m a y b e w r i t t e n 

^ /5^v ^ 0 0 0 0 1 c , c # w - ^ J 

\ 0 0 0 0 , 

As i n t h e e l e c t r o m a g n e t i c c a s e , t h e d e c o m p o s i t i o n 

Xt>M = + JLOL \e,^s)4(H,s) eCH* + eir^&^e'**! ( 7 . 2 5 ) 

y i e l d s t h e r e s u l t t h a t t h e v a n i s h e x c e p t w h e n X. -£'' 

a n d o n e m a y o b t a i n e x p r e s s i o n s f o r t h e ^^^(if5) f r o m t h o s e 

i n ( 7 . 2 0 ) f o r t h e € ^ a n d t h e r e l a t i o n s ( 5 . 8 ) . T h e n t h e 

c o m p o n e n t e q u a t i o n s o f ( 7 « 2 k ) m a y b e s o l v e d t o y i e l d 

b ' ( l ) = b ( l ) , b ' ( 2 ) = i v b ( l ) , b ' ( 6 ) = - v b ( l ) ( 7 . 2 6 ) 

w i t h a l l o t h e r b ' ( s ) = 0 . S o , i t i s s t i l l t r u e t h a t 
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b'(2) + i b » ( 6 ) = 0, n'(2) + n'(6) = 0, (7.27) 

a n d t h e a m p l i t u d e s o f t h e p u r e l y t r a n s v e r s e g r a v i t o n s h a v e b e e n 

l e f t i n v a r i a n t b y t h e t r a n s f o r m a t i o n . I t f o l l o w s t h a t t h e e n ­

e r g y , m o m e n t u m , a n d g a u g e - i n d e p e n d e n t s p i n a r e a l s o l e f t i n v a r ­

i a n t . 



8. U t i l i z a t i o n o f t h e R e m a i n i n g G a u g e F r e e d o m 

I t w a s s h o w n i n S e c t i o n 1 t h a t t h e l i n e a r i z e d g r a v i t a ­

t i o n a l f i e l d e q u a t i o n s (6.1) a n d t h e a u x i l i a r y c o n d i t i o n s (6.2), 

(6.3) a r e i n v a r i a n t u n d e r g a u g e t r a n s f o r m a t i o n s o f t h e t y p e 

w h e r e i s a v e c t o r f i e l d s a t i s f y i n g 

• Ay = 0 (8.2a) 

= 0 (8.2b) 

a n d t h e c o n d i t i o n s t h a t A ^ a r e r e a l , A*+ i m a g i n a r y b e c a u s e o f 

t h e r e a l i t y c o n d i t i o n s i m p o s e d o n l ^ - a . N o t e t h a t t h e " g a u g e 

f i e l d " A / e s a t i s f i e s a l l t h e r e q u i r e m e n t s o f t h e e l e c t r o m a g ­

n e t i c f i e l d P^r- . T h u s Ay m a y b e e x p a n d e d i n a F o u r i e r s e r i e s 

w h e r e t h e F o u r i e r a m p l i t u d e s a n d s a t i s f y t h e r e a l i t y 

c o n d i t i o n s 

Ck , ^ ) = " c ^ (8.1+) 

a n d t h e c o n d i t i o n 

y*$*(*) = o (8 .5) 
d u e t o t h e r e s t r i c t i o n (8.2b). U s i n g ; ; t h i s e x p a n s i o n a n d t h a t 

o f t h e f i e l d , (6.16), o n e a r r i v e s a t t h e e x p r e s s i o n f o r t h e 

t r a n s f o r m e d f i e l d : 
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I f o n e m u l t i p l i e s t h e c o n t e n t s o f t h e f i r s t s q u a r e b r a c k e t b y 

Cs) 

a n d t h o s e o f t h e s e c o n d b y £ ^ ( 5 ) » a n d u s e s t h e 

o r t h o n o r m a l i t y p r o p e r t y {$.11), o n e f i n d s t h a t 

Acs) = l(s) + K> £*,(S) C ~ + K L £,* Cs) Co 
ed ^ y & ^ 

w h e r e »d^(s) a r e t h e F o u r i e r a m p l i t u d e s o f t h e t r a n s f o r m e d 

f i e l d . F o r s = l , 5 t h e t r a n s v e r s a l i t y c o n d i t i o n o n 6 ^ ^ ) c a u s e s 

t h e g a u g e t e r m s t o v a n i s h , l e a v i n g 

lo) = &0) i ACs) = l(s) . ( 8 . 8 ) 

H e n c e , t h e e n e r g y a n d m o m e n t u m m u s t b e g a u g e - i n v a r i a n t 

( 8 . 9 ) 

* tr 

f o r s=2 ,I | . , t h e t r a n s v e r s a l i t y c o n d i t i o n s (5«10) y i e l d 

4(i,¥) £Zo>2)C^ (8.10) 

w h e r e ^ 0 ^ ) a r e t h e t r a n s v e r s e p o l a r i z a t i o n v e c t o r s i n t r o d u c e d 

i n S e c t i o n I j . . T h e s e m a y b e u s e d t o m a k e t h e d e c o m p o s i t i o n 
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CJ*) ' ^ C x M c f a r ) ( 8 .11) 

whereby equations ( 8 . 1 0 ) become 

d'a) ~4'J)+>/AC(') ; £'M ~ C V ) T ( 8 . 1 2 ) 

Using t h i s gauge freedom, one can make-b'(2) and b'(k) v a n i s h , 

by choosing 

C(t)=-td(3). c(a) ( 8 . 1 3 ) 

so that the s p i n , from ( 7 . 1 1 ) , becomes 

i n the new gauge, as was promised i n S e c t i o n 7 . Although the 

s p i n i s not g a u g e - i n v a r i a n t , the t o t a l angular momentum, o r b i t a l 

plus s p i n , i s gauge i n v a r i a n t . T h i s may be shown as f o l l o w s . 

The o r b i t a l angular momentum (see ( 6 . 1 1 ) and ( 6 . 1 3 ) ) i s giv e n 

by 

A p p l i c a t i o n of the gauge t r a n s f o r m a t i o n ( 8 . 1 ) y i e l d s 

+ /\tf/^*%4/j+Ayfi<+/^/y + A ^ _^ 

and u s i n g the symmetry of 1^ , t h i s becomes 
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A (8.17) 

N o w , u s i n g t h e c o n d i t i o n s (8.2) o n / \ ^ a s w e l l a s t h e P i e r z 

c o n d i t i o n (6.3a) o n , o n e m a y w r i t e , t h i s i n t h e f o r m 

+ + ^ 3 H t i " ] < 8 . i8) 

L9^J .'3-Xa 

w h e r e 

a n d /v^- s /| ̂  - - f /\ A^/v. + A <*/+j A 4/v-

A n i n t e g r a t i o n b y p a r t s ( w h e r e i t i s a s s u m e d t h a t a l l f i e l d s 

v a n i s h a t t h e b o u n d a r i e s ) y i e l d s 

4?« / . A - s i f j * \y\S-6 + r A a j S u ] (8.20) 

T h e f i r s t t e r m v a n i s h e s b e c a u s e i t i s s y m m e t r i c i n i a n d j , 

l e a v i n g 

-Me^tfJxMi} = -ace^jj*[Tui/jA*/*^t^A^/jl ( 8 .21) 

w h e r e s o m e t e r m s h a v e b e e n d r o p p e d b e c a u s e o f t h e a n t i s y m m e t r y 

a n d m o r e i n t e g r a t i o n s b y p a r t s . T h e s p i n a n g u l a r m o m e n t u m 

( s e e (6.15)) , u t i l i z i n g t h e s y m m e t r y o f , m a y b e w r i t t e n 
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w h i c h , a f t e r t h e g a u g e t r a n s f o r m a t i o n ( 8 . 1 ) b e c o m e s 

+A*/i« AM/J + A M/C* Aj^, + A v ̂  ( 8 . 2 3 ) 

v-At/^«+ A,*/,- -+ Ac/A»+Aj• 

T h e f o u r t h t e r m , Ay/,\ A/*lj » v a n i s h e s a f t e r a n i n t e g r a t i o n b y 

p a r t s b e c a u s e o f t h e a n t i s y m m e t r y o f i a n d j . T h e e i g h t h t e r m , 

O|M, , m a y b e w r i t t e n 

A i/ctH A\j fa. + A ifH4 Aj/4 » 

Aey.vAj* - A , / w A j / * * ( 8 . 2 1 * ) 

w h i c h i s s y m m e t r i c i n i a n d j a n d v a n i s h e s . T h e s e c o n d a n d 

s i x t h t e r m s m a y b e w r i t t e n 

ILy+Ajpc + T~<jAtj*+ -

Aj/z ~ ( Tgi/a Aj/+ + Tajfs A £/H ) " ft} A = 

Aj/q. — %yAi/Q.&. = ( 8 . 2 5 ) 

— Aj — dlfj/ao, Ai 
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A. s i m i l a r c a l c u l a t i o n r e d u c e s t h e f i f t h a n d s e v e n t h t e r m s t o 

z e r o . T h i s l e a v e s t h e f i r s t a n d t h i r d t e r m s , a n d a n i n t e g r a ­

t i o n b y p a r t s a n d p e r m u t a t i o n o f i a n d j c h a n g e s t h e t h i r d t e r m 

s o t h a t 

A t t h i s p o i n t i t i s i n t e r e s t i n g t o n o t e t h a t t h e r e q u i r e ­

m e n t o f g a u g e i n v a r i a n c e a l o n e i s s u f f i c i e n t t o r e s t r i c t t h e 

L a g r a n g i a n s o t h a t t h e f i e l d e q u a t i o n s m u s t n e c e s s a r i l y b e 

w a v e e q u a t i o n s , p r o v i d e d t h a t t h e a u x i l i a r y c o n d i t i o n s a r e 

t a k e n i n t o a c c o u n t . T h i s w a s s h o w n f o r t h e c a s e o f a s y m m e t r i c 

t e n s o r f i e l d b y W y s s (1965). C o n s i d e r f i r s t t h e e l e c t r o m a g ­

n e t i c ( v e c t o r ) f i e l d . T h e m o s t g e n e r a l L a g r a n g i a n m u s t c o n s i s t 

o f a b i l i n e a r c o m b i n a t i o n o f t h e f i e l d v a r i a b l e s a n d t h e i r f i r s t 

d e r i v a t i v e s . T h e p o s s i b l e i n v a r i a n t s a r e 

(8.26) 

F i n a l l y , (8.26) m a y b e c o m b i n e d w i t h (8.21) t o y i e l d 

(8.27) 

X, 

(8.28) 

Xs 

1+ 
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S i n c e - T ^ d i f f e r s f r o m T3 o n l y b y a f o u r - d i v e r g e n c e , i t m a y 

b e o m i t t e d f r o m s e p a r a t e c o n s i d e r a t i o n s o t h a t t h e m o s t g e n e r a l 

L a g r a n g i a n 

CZ+ C.I^ + Csls. ( 8 ' 2 9 ) 

T h i s y i e l d s , u p o n v a r i a t i o n W i t h r e s p e c t t o , t h e E u l e r -

L a g r a n g e e q u a t i o n s 

3tc,/^ -zcxfy**- 3C3/9^ = o . (8.30) 

R e q u i r i n g i n v a r i a n c e o f (8.30) u n d e r t h e g a u g e t r a n s f o r m a t i o n 

rt^-^fy+S^, (8.31) 

o n e o b t a i n s t h e c o n d i t i o n s 

2c, B/«~-2(cA+c3) = 0 o r 
(8.32) 

T h i s r e d u c e s t h e L a g r a n g i a n t o 

Z.- c*(/p*#.so-/fy,/9«/4) (8-33) 

a n d t h e f i e l d e q u a t i o n s t o 

W h e n t h e L o r e n t z c o n d i t i o n i s i m p o s e d , t h e s e r e d u c e t o w a v e 

e q u a t i o n s 

• = O . (8.35) 
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F o r the general tensor f i e l d , one finds fourteen invariants: 

X ~ Jy* -Z~f> - ^Z-o/tr ^Cri>p>c 

X s - - J^y/c- dya/<r X / o
 — ^C^/r $ocr / i ) 

X , = p,*P,<r = TC + 2 L ( T U P * ( 8 • 36) 

X a = ffL-O/* fc»/<r - ly V- 2 _ ( ^ A , - ^ X-^/J 

S ± x i o e J ; / , r , J t > Z ; j ) S , + d i f f e r ?vom T&> T7) Tg > T/a b y a four-diver­

gence, respectively, the most general Lagrangian may be ex­

pressed as a l i n e a r combination of the f i r s t ten 

/. = i c J i . (8.37) 
(." = / 

Variation of (8.37) with respect to yields the Euler-

Lagrange equations 

~"<P C; XT/D<T- ~ C 7 L A « - - ^?Xff>£r ~<2Cp Xro/^tr " £ Co <cCl ̂ /rrcr ( 8 * 38 ) 
c y y ' s ' y / // ^ 

/ s / / 

Requiring invariance of (8.38) under the gauge transformation 

( 8.1) one obtains the conditions 



6 1 

a(cH + c* + c,) + c7 = o, C ^ C y y C ^ C ^ - 0 , ( 8 . 3 9 ) 

I f C ( j c ^ j C i - j and C 6 are taken to be independent,^, may be 

written 

J£AA/<T (<2 T-o<rf-i> - ^JO/<S)~\ + C^_T^^<R(T^\<r ~J? '3O>I/T») + ( 8 .kO ) 

and the f i e l d equations become 

Imposition of the symmetry condition reduces them to 

( 8.kl) 

( 8 . k 2 ) 

and with the Pierz gauge conditions, they become wave equations 

•~Lo=°- ( 8 . k 3 ) 



9 . T r a n s i t i o n t o Quantum F i e l d Theory 

The c l a s s i c a l f i e l d t h e o r y of g r a v i t a t i o n , developed up 

t o t h i s p o i n t , may be t u r n e d i n t o a quantum f i e l d t h e o r y i n 

the same way t h a t c l a s s i c a l e l e c t r o d y n a m i c s i s t u r n e d i n t o 

quantum e l e c t r o d y n a m i c s . The f o u r i e r a m p l i t u d e s &(lf,S) and 

Afi?>5) become r e s p e c t i v e l y the a n n i h i l a t i o n and c r e a t i o n 

o p e r a t o r s f o r a g r a v i t o n of momentum i f and p o l a r i z a t i o n s„ 

These o p e r a t o r s are r e q u i r e d t o obey the u s u a l commutation 

r e l a t i o n s f o r bosons: 

They opera t e on a v e c t o r space of g r a v i t o n number s t a t e s , where 

l ^ * , 5 ^ denotes the s t a t e c o n t a i n i n g V\yy}i g r a v i t o n s of 

momentum >f and p o l a r i z a t i o n s. The g e n e r a l s t a t e i s a l i n e a r 

c o m b i n a t i o n of d i r e c t p r o d u c t s of s t a t e s j K ^ M^S^- over a l l pos­

s i b l e v a l u e s of % and s <, The n o r m a l i z a t i o n r u l e f o r these 

s t a t e s i s 

(9.2) 

The u s u a l r e p r e s e n t a t i o n of £(1t,s) and £^%,s) w i l l be used, 

namely where 

~ ' (9.3) 
£/r£> =• s/TT( X and s are suppressed except where needed) 

from w h i c h i t f o l l o w s t h a t \v^> i s an e i g e n s t a t e of the 

6 2 
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n u m b e r o p e r a t o r pf 

h h y = /&/h> = /?//?> - (9.1+) 

T h e h e r m i t e a n c o n j u g a t e o p e r a t o r s t > a n d A^maj b e e x p l i c i t l y 

r e p r e s e n t e d b y t h e m a t r i c e s 

I -

0 / l 

o 72 

0 f3 

o JS. 
• I 

0 

J l 0 

72 0 

s/5 o 

(9.5) 

where /ĥ> i s a column vector containing a 1 i n the (n+1) 
Dosition and zeros else 
A o r A m u s t vanish 

th 

p o s i t i o n a n d z e r o s e l s e w h e r e . T h e e x p e c t a t i o n v a l u e o f a n y 

<^A\ s < ^ l b | n > = <n!7h | n - i > - VP) = O 

b e c a u s e o f t h e n o r m a l i z a t i o n c o n d i t i o n ( 9 .2 ) . 

(9.6) 

T h e f i e l d s , b e i n g l i n e a r c o m b i n a t i o n s o f t h e b ' s , a r e 

n o w o p e r a t o r s a s w e l l . T h e c o m m u t a t o r o f t h e f i e l d s a t t w o 

s p a c e - t i m e p o i n t s x a n d x ' m a y n o w b e c a l c u l a t e d . L e t 

^ - i r I , - * / / -ix'y'x (9. 

V fx-) = _L _ J _ £P<r WbMs') e -h (*;$') e 
7) 
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T h e n , t h e l i n e a r p r o p e r t y o f t h e c o m m u t a t o r y i e l d s 

( s i r ) 3 o p 
-t£T0<rJ)()(-Y>) w h e r e j p / v j * - / ^ V ? 

(9.8) 

T h e p r o p e r t i e s o f D ( x ) , a f u n c t i o n s i n g u l a r o n t h e l i g h t c o n e 

a n d z e r o e v e r y w h e r e e l s e , a r e w e l l k n o w n f r o m q u a n t u m e l e c t r o ­

d y n a m i c s * 

T h e t h r e e a u x i l i a r y c o n d i t i o n s o n Jfiro m u s t n o w b e r e ­

i n t e r p r e t e d i n t h e c o n t e x t o f t h e q u a n t u m f i e l d t h e o r y . T h e 

o b v i o u s i n t e r p r e t a t i o n , n a m e l y t h a t o f o p e r a t o r c o n d i t i o n s , 

w i l l n o w b e s h o w n t o b e i n c o m p a t i b l e w i t h t h e f i e l d c o m m u t a t i o n 

r e l a t i o n s (9.8). 

T h e s y m m e t r y c o n d i t i o n ~ - 0 

C o n s i d e r t h e c o m m u t a t o r 

M ~ (x) , \«- M] = 

[5^ (*h \<-M] - [ Ty* (X) ,Tpr (*')] = (9.9) 

a c c o r d i n g t o (9.8), w h i c h d o e s n o t v a n i s h e v e r y w h e r e . T h u s 

J^-ofy)— Tynfx) c a n n o t b e z e r o . 
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T h e f i r s t g a u g e c o n d i t i o n ~§po/-o = 0 

C o n s i d e r t h e c o m m u t a t o r 

( 9 . 1 0 ) 

w h i c h d o e s n o t v a n i s h e v e r y w h e r e . T h u s , y/^z c a n n o t b e z e r o . 

T h e s e c o n d g a u g e c o n d i t i o n Û o = 0 

C o n s i d e r t h e c o m m u t a t o r , 

w h i c h d o e s n o t v a n i s h e v e r y w h e r e . T h u s , T ^ o c a n n o t b e z e r o . 

T h e c o n c l u s i o n i s t h a t n o n e o f t h e t h r e e a u x i l i a r y c o n d i t i o n s 

m a y b e i n t e r p r e t e d a s o p e r a t o r e q u a t i o n s ; a n o t h e r i n t e r p r e t a ­

t i o n w i l l b e g i v e n i n t h e n e x t s e c t i o n . 

T h e d y n a m i c a l q u a n t i t i e s //Y A/. ; a n d S/ b e c o m e o p e r a t o r s 

i n t h e q u a n t u m t h e o r y . T h e c a l c u l a t i o n s i n S e c t i o n 6, w h i c h 

g a v e t h e s e q u a n t i t i e s i n t e r m s o f t h e F o u r i e r a m p l i t u d e s , a r e 

n o t v a l i d i n t h e q u a n t u m t h e o r y s i n c e t h e y h a v e b e e n m a d e u n ­

d e r t h e a s s u m p t i o n t h a t ^ V y s j a n d c(ftx,s) c o m m u t e . T h u s , t h e 

c o r r e c t e n e r g y o p e r a t o r s h o u l d b e 

( 9 . 1 2 ) 

T h e s e c o n d t e r m m a y b e t h o u g h t o f a s t h e z e r o p o i n t e n e r g y a n d 

n e g l e c t e d , a s i n q u a n t u m e l e c t r o d y n a m i c s s o t h e e n e r g y o p e r a t o r 

i s t h e n 
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M - Z J ^ K V ^ 5 ) (9.13) 

w h o s e e x p e c t a t i o n v a l u e , i n a s t a t e c o n t a i n i n g fays g r a v i t o n s 

o f m o m e n t u m X a n d p o l a r i z a t i o n s , i s 

- Cdh*^ (9.11+) 

w h i c h c o r r e s p o n d s t o a n e n e r g y o f <k) p e r g r a v i t o n . S i m i l a r 

c o n s i d e r a t i o n s a p p l y t o t h e m o m e n t u m a n d s p i n , a n d t h e o p e r a t o r 

e x p r e s s i o n s f o r t h e m a r e j u s t l i k e t h e c l a s s i c a l e x p r e s s i o n s 

(6.21+) a n d (6.26), w i t h t h e a m p l i t u d e s r e g a r d e d a s o p e r a t o r s . 

F u r t h e r c o n s i d e r a t i o n o f t h e s e q u a n t i t i e s w i l l b e g i v e n i n S e c ­

t i o n 12. 

I n s o m e f o r m u l a t i o n s o f a q u a n t u m t h e o r y o f g r a v i t a t i o n 

t h e c o m m u t a t o r o f t h e e n e r g y d e n s i t y o p e r a t o r w i t h i t s e l f d o e s 

n o t v a n i s h f o r s p a c e - l i k e s e p a r a t i o n s ( S c h w i n g e r , 1963). I t 

w i l l n o w b e s h o w n t h a t t h i s i s n o t a p r o b l e m f o r t h e p r e s e n t 

t h e o r y . C o n s i d e r t h e c o m m u t a t o r , w h e r e 

s¥fx) = % ( - - (9.15) 

T h i s c o m m u t a t o r m a y b e w r i t t e n a s a s u m o f f o u r t e r m s , 

{Jt-M, ?f(x>i\ & A{ + A 5
 + Pi3 + fl+ } w h e r e 

y ' (q ]_0) 
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/?* = ~^[^u^(^Xo/^(x)) V/0<r/J(X')1fxr//(x>)}. 

B y u s e o f t h e p r o p e r t i e s o f t h e c o m m u t a t o r , o n e f i n d s t h a t 

= TL/; (*) (x) y Z c - / J (*') ILr/j (*')] 

+ 
a n d f X . 1 (9.17) 

|_̂/<-<*)> V^J ^ V5"^ ̂  J = 

[^^),V/,-^')3T ryf^ +Tr,j(*>)lJ«*/c(x)J/><r0(x')] -

T h u s , i s p r o p o r t i o n a l t o 

' " ' P*,?*/' ' r (9-18) 

9* \'l S^^clXx-X')} . 

S i m i l a r l y , t h e o t h e r c o e f f i c i e n t s a r e a l s o e a c h p r o p o r t i o n a l 

t o s o m e 

D(y-xO . (9.19) 

B u t , s i n c e D ( x - x ' ) m a y b e w r i t t e n a s £[fx-x<)*} S(t-t') a n d 

t h e d e r i v a t i v e o f w i t h r e s p e c t t o a n y X * o r 

i s p r o p o r t i o n a l t o [(x-*')zJ ^ e x p r e s s i o n (9.19)' i s p r o p o r t i o n ­

a l t o e i t h e r S[_(K-X')93 o r i t s d e r i v a t i v e , b o t h o f w h i c h v a n i s h 

e v e r y w h e r e e x c e p t o n t h e l i g h t c o n e . T h u s , e a c h o f t h e /9s 

a n d h e n c e t h e c o m m u t a t o r v a n i s h e x c e p t o n t h e l i g h t 

c o n e . 



10, A c c o m m o d a t i o n o f t h e A u x i l i a r y C o n d i t i o n s b y I n t r o d u c t i o n 

o f a n I n d e f i n i t e M e t r i c 

T h e r e a r e t w o p r o b l e m s i n t h e q u a n t u m f i e l d t h e o r y d e v e l ­

o p e d i n t h e l a s t s e c t i o n . T h e f i r s t , a s h a s b e e n s h o w n , i s 

t h a t t h e a u x i l i a r y c o n d i t i o n s o n t h e f i e l d m a y n o t b e i n t e r ­

p r e t e d a s o p e r a t o r c o n d i t i o n s . T h e s e c o n d i s t h a t s i n c e h 

a n d a r e h e r m i t e a n c o n j u g a t e s , m a t r i x e l e m e n t s f o r a n y c o m ­

p o n e n t o f t h e f i e l d m a k e u p a h e r m i t e a n m a t r i x . H o w e v e r , f o r 

t h o s e c o m p o n e n t s w h o s e c l a s s i c a l c o u n t e r p a r t s a r e p u r e i m a g ­

i n a r y , t h e m a t r i x e l e m e n t s s h o u l d m a k e u p a s k e w - h e r m i t e a n 

m a t r i x . T h e s o l u t i o n t o b o t h t h e s e d i f f i c u l t i e s m a y b e g u e s s e d 

f r o m t h e a n a l o g y w i t h e l e c t r o d y n a m i c s . T h e a n a l o g o u s p r o b l e m 

t h e r e i s s o l v e d b y u s e o f a n i n d e f i n i t e m e t r i c ( s e e G u p t a , 

1950) a n d t h i s m e t h o d w o r k s e q u a l l y w e l l i n t h e c a s e o f g r a v i ­

t a t i o n . 

T h e m e t r i c o p e r a t o r i s d e f i n e d t o s a t i s f y 

(10.1) 

O 8 = 6 - 8 , 1 1 4 . - 1 6 

a n d a l s o t h e r e q u i r e m e n t 

( 1 0 . 2 ) 

i . e . t h a t b e h e r m i t e a n a n d u n i t a r y . T h e n (10.1) r e m a i n s 

t r u e i f A i s r e p l a c e d b y f o l l o w s f r o m t h i s d e f i n i ­

t i o n a n d f r o m t h e d e f i n i t i o n o f €?*->> (S) t h a t 

6 8 
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l>,Zoft)l = 0 w h e n ( / * £ ) = ( a b ) , ( k k ) 

(10.3) 

0 ^ X ^ ) 1 = 0 w h e n L#2> ) = ( a k ) , ( k a ) . 

F r o m n o w o n , p r o d u c t s i n t h e s t a t e v e c t o r s p a c e w i l l b e r e d e ­

f i n e d a s 

a n d t h e e x p e c t a t i o n v a l u e s w i l l b e c o m e 

C o n s i d e r n o w a m a t r i x e l e m e n t o f ^ . F o r ( / ^ ) = ( a b ) , ( k k ) 

< b | ^ l * > - <a|£ty||>> - < a | ^ l t > - < a | ^ l b > U<>.6) 

s o t h e m a t r i x e l e m e n t s a r e h e r r a i t e a n , c o r r e s p o n d i n g t o a r e a l 

"Ipo i n t h e c l a s s i c a l t h e o r y . B u t f o r {fro ) = ( a k ) , ( k a ) 

< U ^ J a > * - < a l ^ l t > > = -<aiy$*\ fc> d o . 7 ) 

s o t h e s e m a t r i x e l e m e n t s a r e s k e w - h e r m i t e a n , c o r r e s p o n d i n g t o 

' a p u r e i m a g i n a r y ^ 0 i n t h e c l a s s i c a l t h e o r y . A n e x p l i c i t r e p ­

r e s e n t a t i o n o f 0 | i s e a s y t o c o n s t r u c t . F o r a g i v e n >< , ^ i s 

a d i r e c t p r o d u c t o f i d e n t i t y m a t r i c e s f o r s = l - 5 , 9 - 1 3 » a n d o f 

m a t r i c e s o f t h e f o r m d i a g ( 1 , -1 ,1 , -1 , . . . ) f o r s = 6 - 8 , l k - l 6 , 

t h e t i m e - l i k e g r a v i t o n s . T h e n o r m o f a s t a t e c o n t a i n i n g n o f 

s o m e p a r t i c u l a r p o l a r i z a t i o n o f t i m e - l i k e g r a v i t o n s i s t h e n 

S t a t e s o f n e g a t i v e n o r m c a n n o t b e u n d e r s t o o d i n a n y w a y c o n s i s -



- 7 0 

t e n t w i t h t h e u s u a l p r o b a b i l i t y i n t e r p r e t a t i o n o f q u a n t u m 

m e c h a n i c s ; t h e r e f o r e , s i n c e s u c h s t a t e s h a v e b e e n i n t r o d u c e d 

b e c a u s e o f t h e m e t r i c o p e r a t o r , t h e y w i l l h a v e t o b e e l i m i n ­

a t e d . I t i s t h e a u x i l i a r y c o n d i t i o n s w h i c h w i l l d o t h e j o b . 

S i n c e t h e a u x i l i a r y c o n d i t i o n s a r e i n c o m p a t i b l e w i t h t h e c o m ­

m u t a t i o n r e l a t i o n s i f t h e y a r e i n t e r p r e t e d a s o p e r a t o r c o n d i ­

t i o n s , a w e a k e r i n t e r p r e t a t i o n w i l l b e m a d e . T h e a u x i l i a r y c o n ­

d i t i o n s n e e d h o l d o n l y f o r t h e e x p e c t a t i o n v a l u e s o f t h e o p e r ­

a t o r s , a c c o r d i n g t o 

T h e s e a r e r e s t r i c t i o n s n o t o n t h e o p e r a t o r s t h e m s e l v e s , b u t o n 

t h e a d m i s s i b l e s t a t e s , \a^> . I t w i l l b e s h o w n t h a t a l l s t a t e s 

o f n e g a t i v e n o r m a r e e l i m i n a t e d b y c o n d i t i o n s (10.9). I t i s 

s u f f i c i e n t t o s a t i s f y (10.9) t h a t t h e c o n d i t i o n s o n t h e s t a t e s 

b e r e p l a c e d b y 

w h e r e t h e ( + ) r e f e r s t o t h e p o s i t i v e f r e q u e n c y p a r t ( a n n i h i l a ­

t i o n o p e r a t o r s o n l y ) o f e a c h F o u r i e r d e c o m p o s i t i o n . T h e s e c o n ­

d i t i o n s a m o u n t t o t h e f o l l o w i n g r e s t r i c t i o n s o n t h e s t a t e s i n ­

v o l v i n g t h e a n n i h i l a t i o n o p e r a t o r s ( s e e S e c t i o n 7) 

(10.9) 

(10.10) 
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rt»(7)- tfIU(^~]K> = o 
r , ^ ->, ( 1 0 . 1 1 ) 

S i m i l a r r e s t r i c t i o n s h o l d f o r t h e " b r a " s t a t e s , f o r e x a m p l e 

<a|G3"M>-ttffcj] * OlL&O-ttffoify « < a | 7 [ l £ w - K f o i l = o . ( 1 0 . 1 2 ) 



( 1 1 . 2 ) 

1 1 . D e t e r m i n a t i o n o f A d m i s s i b l e S t a t e s i n t h e P i e r z G a u g e 

I t w a s p o i n t e d o u t i n t h e l a s t s e c t i o n t h a t a n a d m i s s i b l e 

s t a t e /â )> i s o n e s a t i s f y i n g t h e c o n d i t i o n s ( 1 0 . 1 1 ) . I t i s s u f ­

f i c i e n t t o d e a l w i t h g r a v i t o n s o f a f i x e d m o m e n t u m 2 f b e c a u s e 

t h e g e n e r a l s t a t e w i l l s i m p l y b e a d i r e c t p r o d u c t 

Ia> = T T l a » > . U i . D 

T h e s t a t e 13-^ m a y b e s p l i t i n t o a d i r e c t p r o d u c t 

<s>|a„>® — ® la,fe>. 
T h e r e a r e n o r e s t r i c t i o n s o n t h e t r a n s v e r s e - t r a n s v e r s e s t a t e s 

( s = l , 5 ) s o t h a t l c l \ ) j r ^ > m a y b e w r i t t e n a s t h e l i n e a r c o m b i n a ­

t i o n 

la„*> = T L ^ c i h ( l l j n ( , } l h ( % n ^ > . ( 1 1 . 3 ) 

F o r t h e t r a c e a n d s k e w p o l a r i z a t i o n s ( 3 = 1 0 , 1 1 , . . . . 1 6 ) t h e 

c o n d i t i o n 

L(s)la^> - O ( l l . i l ) 

i m p l i e s t h a t c a n o n l y b e t h e v a c u u m s t a t e | Os^> f o r 

e a c h o f t h e s e p o l a r i z a t i o n s . 

T h e s t a t e s 13^,6/* c o n t a i n i n g t r a n s v e r s e - l o n g i t u d i n a l a n d 

t r a n s v e r s e - t i m e - l i k e g r a v i t o n s m a y b e f o u n d I n t h e s a m e w a y a s 

s t a t e s c o n t a i n i n g l o n g i t u d i n a l a n d t i m e - l i k e p h o t o n s a r e f o u n d 

i n e l e c t r o d y n a m i c s . T h e s t a t e 13*,6̂ > m a y b e w r i t t e n a s a l i n ­

e a r c o m b i n a t i o n 
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|aJl6> « ;> l, C h w , n r o l h W , i n w ^ ( 1 1 . 5 ) 

w h e r e t h e s t a t e s ) h(2 ) , n(0^ h a v e t h e n o r m a l i z a t i o n 

<CVi(a),hC6)l^|h ,(a))n,f6))' = r-')̂ 'S)
 ^ w w ' o ) ( f n u ) n a ) « ( 1 1 . 6 ) 

T h e n t h e c o n d i t i o n 

Qbwi + c U c J l a ^ - O ( 1 1 . 7 ) 

g i v e s a s e t o f r e l a t i o n s b e t w e e n t h e c o e f f i c i e n t s Cu« > . 

/VĤ -H C n ^ + ij n<0 + ^ yn(6)+l G h ( a ) , n f c ) + i ~ O . ( 1 1 . 8 ) 

T h i s m e a n s t h a t t h e r e i s e x a c t l y o n e a d m i s s i b l e s t a t e f o r e a c h 

t o t a l n u m b e r o f g r a v i t o n s w i t h t h e s = 2 , 6 p o l a r i z a t i o n s , a n d 

t h e s e s t a t e s m a y b e e x p l i c i t l y ' . . l i s t e d 

la£> = |o,o> 

la&> •= | i s o > + i l o , . > ( 1 1 ' 9 ) 

a n d i n g e n e r a l , 

T h e i n n e r p r o d u c t o f t w o s u c h a d m i s s i b l e s t a t e s < c ^ | ^ | 3 ^ 6 ^ 

v a n i s h e s f o r V W n 1 , a n d w h e n h - » 
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x 1 ' N N (!> -"- J j (11.10) 

e x c e p t w h e n n=0, w h e r e I t e q u a l s o n e . 

T h u s t h e c o n d i t i o n (11.7) e l i m i n a t e s a l l s t a t e s w i t h n e g a t i v e 

n o r m . T h e n 13̂ 6/* roay f i n a l l y b e w r i t t e n 

|a^> - |o,o> -V H O a £ > (n-n) 

a n d o f t h e s e s t a t e s , o n l y t h e v a c u u m h a s a n o n v a n i s h i n g n o r m . 

E x a c t l y t h e s a m e p r o c e d u r e m a y b e f o l l o w e d f o r t h e s t a t e s 

l ^ t , ? ^ » w i t h t h e r e s u l t t h a t 

l a ^ > - i o j 0 > 4-X,c c;]>la^> ( i i . i 2 ) 

w h e r e 13^1^ h a s z e r o n o r m f o r n > 0 . 

F i n a l l y , t h e s t a t e s c o n t a i n i n g s y m m e t r i c s p i n z e r o g r a v i ­

t o n s |33 Y 7 /<^ m a y b e w r i t t e n a s l i n e a r c o m b i n a t i o n s 

l a ^ V > = ^ ', C h c ^ n c ^ o ) l h ( 3 ) , n ( 7 ) y n ( ^ (11 .13) 
tite) nw) 

w h e r e t h e s t a t e s | h c ^ n l 7 ) , h ^ ) ^ h a v e t h e n o r m a l i z a t i o n 

< h C 3 i i h(?)i n«)|lil h'oi h'(7). hV9)> « 
t ( 11 . lit.) 

T h e c o n d i t i o n s 
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(11.15) 

L^(3) - i.W(««)3133,7,9> = o 

give two sets of r e l a t i o n s among the c o e f f i c i e n t s C u,.. . . 

Vh(7) + I 0 h f 3 ) . M ( 7 ) + | / H ( 1 ) 

h<i),»o).Wi)-n ~ O ( 1 1 . 1 6 ) 

Prom these, one may i n f e r that there can be e x a c t l y one admiss­
i b l e s t a t e f o r each t o t a l number of gravitons w i t h the s=3,7,9 
p o l a r i z a t i o n s : 

la£!,> - i o / 0 , o > 

\ a i° n > ~ I I, 0/<5> + 3̂ 4 |o,|,0> + >|J l0,0,l> 
and, i n gen e r a l , 

The inner product of two such st a t e s ^ 3 ^ , |^| S^ 9^> 
vanishes f o r tt=^n' , and when V\ = lV , 

(11.17) 

(11.18) 

= 0 except when n=0, when i t equals one. 

Again, a l l s t a t e s of negative norm have been e l i m i n a t e d , and 

^ ^ l ~ ? i c \ / >
 m a y b e w r i t t e n 

I aj,7,i > = | 0,o,oy C (,"! ;, \ a j r ^ (11.19) 
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w h e r e J ^ f B ) \ h a s z e r o n o r m f o r n > 0 . 

F i n a l l y , ( 1 1 . 2 ) m a y b e w r i t t e n a s 

( 1 1 . 2 0 ) 

a n d i t i s c l e a r t h a t t h e o n l y c o n t r i b u t i o n s t o a n o n v a n i s h i n g 

n o r m c o m e f r o m t h e p u r e l y t r a n s v e r s e s t a t e s , s = l , 5 . 



12. F u r t h e r E x p l o r a t i o n o f t h e R e m a i n i n g G a u g e F r e e d o m 

I n o r d e r t o d e t e r m i n e t h e m e a n i n g o f t h e g a u g e f r e e d o m 

(see S e c t i o n 8 ) i n t h e q u a n t u m t h e o r y o f g r a v i t a t i o n , o n e m u s t 

f i r s t c o n s i d e r t h e e x p e c t a t i o n v a l u e s o f t h e o p e r a t o r s ^>(s) 

i n t h e a d m i s s i b l e s t a t e s d e s c r i b e d i n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n . 

C o n s i d e r t h e o p e r a t o r s a n d . S i n c e t h e y o p e r a t e 

o n t h e s t a t e s '^^Z a c c o r d i n g t o 

( 1 2 . 1 ) 

(12. .2) 

t h e e x p e c t a t i o n v a l u e 

+ ^ T,Cj / T C >
5 < a S , l T ? U l a . ; : > = c£' . 

S i m i l a r l y , t h e o t h e r e x p e c t a t i o n v a l u e s a r e f o u n d t o b e 

T h e n t h e e x p e c t a t i o n v a l u e o f t h e f i e l d m a y b e c a l c u l a t e d : 
7 7 
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\ . (12.k) 

+ <u>]. 
L e t t i n g 

b e t h e p u r e l y t r a n s v e r s e p a r t o f t h e f i e l d , a n d s i m p l i f y i n g t h e 

l i n e a r c o m b i n a t i o n s o f p o l a r i z a t i o n t e n s o r s , o n e o b t a i n s 

<$«»- v ? - L - K s t ^ i &n 
W {a ^ & ' (12 6) 

vfa. A 

A c o m p a r i s o n o f (12.6) w i t h t h e c l a s s i c a l e x p r e s s i o n (8.6) 

s h o w s t h a t 

c^(2<) = <o[ca

(:i5«o) + cs;;,€uw •+• a c i : ^ KJ (12.7) 

w h i c h s a t i s f i e s t h e r e q u i r e m e n t ^ * ^ = 0. T h u s , t h e q u a n t u m 

m e c h a n i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f t h e g a u g e f r e e d o m i s f o u n d i n t h e 

p o s s i b l e a d m i x t u r e s o f v i r t u a l g r a v i t o n . s t a t e s . T h e h i g h e r 

c o e f f i c i e n t s e t c . w o u l d b e i n v o l v e d i - n t h e e x p e c -

t a t i o n v a l u e s ' ' 4 6 > f : p r o d u c t s o f t h e f i e l d s . I n a d d i t i o n t o t h e 

a b o v e t h e r e e x i s t s t h e p o s s i b i l i t y o f o p e r a t o r g a u g e f u n c t i o n s 



79 

( t h e s o - c a l l e d L a n d a u g a u g e t r a n s f o r m a t i o n ) , w h i c h h a v e n o t 

b e e n i n v e s t i g a t e d i n t h i s w o r k . 

C o n s i d e r n o w t h e e n e r g y a n d m o m e n t u m o p e r a t o r s . 

E = S S ^ h f e 5 ) (12.8) 

w h e r e 1^ s £ H . i n o r d e r t o o b t a i n t h e e x p e c t a t i o n v a l u e 

, o n e m u s t f i r s t c o m p u t e t h e e x p e c t a t i o n 

v a l u e s o f t h e v a r i o u s o p e r a t o r s W (5)_> 

<ms)>= <a|^£(s)U)|a> • (12.9) 

F o r s = 1 0 , . . . l 6 i t f o l l o w s f r o m e q u a t i o n (11.1+) t h a t < V K s ) ) > =0. 

C o n s i d e r t h e c a s e s=2: 

<ai" )h kW*)lai;i> = ̂  ai;;°> (12.10) 

w h i c h v a n i s h e s u n l e s s n = n ' = l . T h u s , 

< \ M a ) > = | C ^ | a . (12.11) 

S i m i l a r c a l c u l a t i o n s y i e l d 

(12.12) 

f r o m w h i c h o n e i m m e d i a t e l y o b t a i n s t h e r e l a t i o n s 

< n ( z } > + <n(6)> = O 

< n ( * ) > + < M ? ) > = O (12.13) 

<>(3)> + <^(7)> + < / ^ ) > -
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T h e n t h e e x p e c t a t i o n v a l u e o f t h e e n e r g y a n d m o m e n t u m 

(12.1k) 

T h u s , o n l y t h e p u r e l y t r a n s v e r s e g r a v i t o n s c o n t r i b u t e t o t h e 

e x p e c t a t i o n v a l u e s o f t h e e n e r g y a n d m o m e n t u m . 

S i m i l a r l y , f o r t h e e x p e c t a t i o n v a l u e o f t h e s p i n , o n e o b 

t a i n s ( s e e ( 7 . 1 1 ) ) 

T h e g a u g e - i n d e p e n d e n t p a r t o f t h i s e x p r e s s i o n i s p r o p o r t i o n a l 

t o t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e n u m b e r s o f R . H . a n d L . H . c i r c u ­

l a r l y p o l a r i z e d t r a n s v e r s e - t r a n s v e r s e g r a v i t o n s . A s i n t h e 

c l a s s i c a l t h e o r y , t h e o t h e r t e r m s a r e a s s u m e d t o b e o f n o 

p h y s i c a l s i g n i f i c a n c e s i n c e t h e y d e p e n d u p o n t h e c h o i c e o f t h e 

g a u g e f u n c t i o n s . 

<sk> c ^ { > £ * aC<"<'>>- <ww>3+ RkL<&'>t<*i>" 

(12.15) 



13. T h e G r a v i t a t i o n a l A n a l o g o f C a l k i n ' s T r a n s f o r m a t i o n 

I n e l e c t r o m a g n e t i c t h e o r y , a t r a n s f o r m a t i o n a m o n g t h e 

e l e c t r i c a n d m a g n e t i c f i e l d s o f t h e f o r m 

£^cos 6 -+ HsinO 

(13.1) 
// " -£s<~r>& +• // COS0 

l e a v e s M a x w e l l ' s e q u a t i o n s i n v a r i a n t . T h i s t r a n s f o r m a t i o n i s 

c a l l e d a d u a l i t y r o t a t i o n , s e e W h e e l e r (1962). T h e r e s u l t i n g 

c o n s e r v e d q u a n t i t y f o r a n i n f i n i t e s i m a l t r a n s f o r m a t i o n , p a r a ­

m e t r i z e d b y £e > i s m i n u s t w i c e t h e s p i n c o m p o n e n t I n t h e d i r ­

e c t i o n o f p r o p a g a t i o n . , 

- ZL Se On(*o- n coQ (13.2) 

f o r a t r a n s v e r s e f i e l d . T h i s w a s p o i n t e d o u t b y C a l k i n 

(1965). 

C o n v e r s e l y , o n e m a y c o n s i d e r t h e s p i n o p e r a t o r f o r a 

q u a n t i z e d g r a v i t a t i o n a l f i e l d , a n d a s k w h a t s o r t o f t r a n s f o r m ­

a t i o n I s g e n e r a t e d b y t h i s o p e r a t o r . C o n s i d e r t h e s p i n o p e r ­

a t o r f o r s o m e f i x e d p r o p a g a t i o n d i r e c t i o n k w h i c h d e f i n e s t h e 

d i r e c t i o n o f t h e x - ^ c o - o r d i n a t e , 

S3 - a L t f o k o - f i c s j t ^ ] ( 1 3 - 3 ) 

a n d t h e i n f i n i t e s i m a l u n i t a r y t r a n s f o r m a t i o n 

U-I + i&S 3 - I + o ? i £ e L b W ^ - b V ) k ^ 3 (13.1*) 

g e n e r a t e d b y w h i c h t r a n s f o r m s t h e f i e l d a c c o r d i n g t o 
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J j - UjLl 7'- ) ^ > - f i£e \_$3 . ( 1 3 . 5 ) 

U s i n g t h e e x p a n s i o n o f t h e f i e l d o p e r a t o r (9.7), o n e m a y w o r k 

o u t t h i s c o m m u t a t o r 

- L^(k J5 )W(k^) ) k>^3) E C ? < X 

N o w , 

(13.6) 

(13.7) 

a n d 

s o (13»5) b e c o m e s 

w i t h a l l o t h e r A??<,s) = Af?fys) 

(13-8) 

I n o r d e r t o s e e h o w t h i s t r a n s f o r m a t i o n i s a n a l o g o u s t o 

C a l k i n ' s t r a n s f o r m a t i o n ( 1 3 . 1 ) , o n e m u s t d e f i n e a n a l o g s t o t h e 

e l e c t r i c a n d m a g n e t i c f i e l d " v e c t o r s " , n a m e l y t h e " t e n s o r s " 

T h e e x p e c t a t i o n v a l u e s o f t h e s e o p e r a t o r s , i n d y a d i c f o r m , 
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s a t i s f y c l o s e a n a l o g s o f M a x w e l l ' s v a c u u m e q u a t i o n s : 

V-E = o • 2 - H - o 

- = = (13.10) 

w h e r e ( r . ^ ) a • E 3 t / t ; C £ - £ ) 9 L s Qco^/c ; e t ° * 

U s i n g e x p a n s i o n (9.7) a g a i n , o n e f i n d s t h a t t h e s e o p e r a t o r s 

h a v e t h e f o r m 

(13.11) 

a n d r e s t r i c t i n g t h e m t o t h e c a s e o f a p l a n e w a v e p r o p a g a t i n g 

i n t h e k d i r e c t i o n ( w h i c h m e a n s t h a t i t i s e x p e c t a t i o n v a l u e s 

t h a t a r e b e i n g c o n s i d e r e d ) , o n e o b t a i n s 

1 J (13.12) 

{i^€^£^0)Lo)-h iXc€jcc/ ei>r/(s)^s)\etAxA- ( i . e . 

a n d , u s i n g r e l a t i o n s (5«8) a n d (1+.15), o n e c a n s i m p l i f y H a b t o 

{-wCdu(oL(<)-+- w e a t ( 4 ^ j l e ' * * + h.c (13.13) 

N o w , i t i s e a s i l y s e e n t h a t t h e t r a n s f o r m a t i o n (13.8) i s e q u i v ­

a l e n t t o t h e t r a n s f o r m a t i o n 

(13.11+) 

I n o t h e r w o r d s , t h e I n f i n i t e s i m a l g r a v i t a t i o n a l a n a l o g o f G a l -

k i n ' s t r a n s f o r m a t i o n 
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i s g e n e r a t e d b y t h e o p e r a t o r - | s v 



11+• P r o o f T h a t a L a g r a n g i a n f o r t h e I t e r a t e d F i e l d E q u a t i o n s 

P r o p o s e d b y G u p t a D o e s N o t E x i s t 

A l i n e a r f i e l d t h e o r y c a n n o t p r o p e r l y d e s c r i b e g r a v i t a t i o n 

b e c a u s e i t f a i l s t o t a k e i n t o a c c o u n t t h e g r a v i t a t i n g e f f e c t o f 

g r a v i t a t i o n i t s e l f , i . e . t h e f a c t t h a t t h e g r a v i t a t i o n a l f i e l d 

c o n t a i n s e n e r g y , w h i c h , b e c a u s e o f i t s e q u i v a l e n c e t o m a s s , 

m u s t i t s e l f b e a s o u r c e o f g r a v i t a t i o n . T h i s i s a n o n - l i n e a r 

e f f e c t . 

G u p t a (1951+) h a s o u t l i n e d a n i t e r a t i o n p r o c e d u r e w h i c h , 

b e g i n n i n g w i t h t h e t y p e o f l i n e a r t h e o r y d e s c r i b e d I n t h i s 

p a p e r , s u p p o s e d l y e n a b l e s o n e t o t a k e i n t o a c c o u n t t h e g r a v i ­

t a t i n g e f f e c t s o f g r a v i t a t i o n t o a n y d e s i r e d o r d e r , a n d w h i c h 

b e c o m e s I d e n t i c a l t o E i n s t e i n ' s t h e o r y i n t h e l i m i t o f i n f i n ­

i t e l y m a n y i t e r a t i o n s . T h i s p r o c e d u r e i s s u p p o s e d t o w o r k a s 

f o l l o w s . 

F i r s t , i t i s h e l p f u l w h e n e x t e r n a l s o u r c e s o f g r a v i t a t i o n 

a r e p r e s e n t t o m a k e a c h a n g e o f v a r i a b l e s f r o m t h e '^•0 w h i c h 

h a v e b e e n u s e d u p t i l l n o w . I f o n e r e p l a c e s t h e j j ^ o b y t h e 

n e w v a r i a b l e s ( L ^ , d e f i n e d b y 

o n e f i n d s t h a t t h e l i n e a r h o m o g e n e o u s f i e l d e q u a t i o n s a n d a u x ­

i l i a r y c o n d i t i o n s r e m a i n t r u e f o r t h e 
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6 ^ - U<~~0 
s s 

LL/* = 0 (ill.2) 
/ -

U^r = O 

s o t h a t e v e r y t h i n g s t a t e d s o f a r a b o u t t h e ^ > i s a l s o t r u e f o r 

t h e . T h e a d v a n t a g e o f u s i n g t h e (J*i> i s t h a t w i t h a n e x ­

t e r n a l s o u r c e , r e p r e s e n t e d b y a n e n e r g y - m o m e n t u m t e n s o r ~J^> , 

t h e l i n e a r a p p r o x i m a t i o n o f E i n s t e i n ' s t h e o r y g i v e s a s i n h o m o ­

g e n e o u s f i e l d e q u a t i o n s 

T h e c o u p l i n g c o n s t a n t k i s r e l a t e d t o N e w t o n ' s g r a v i t a t i o n a l 

c o n s t a n t G- b y 

k =• /^TTG • (lli.ii) 
T h e n , i n t h e a b s e n c e o f e x t e r n a l s o u r c e s , t h e t r u e ( n o n l i n e a r ) 

e q u a t i o n d e s c r i b i n g a g r a v i t a t i o n a l f i e l d i s 

O l L - l c t u o (ill.5) 
y ' 

w h e r e £yti> i s t h e e n e r g y - m o m e n t u m t e n s o r o f t h e g r a v i t a t i o n a l 

f i e l d . A s a f i r s t a p p r o x i m a t i o n t o o b t a i n i n g a L a g r a n g i a n 

f o r t h e e q u a t i o n (11;.5) o n e t a k e s 

= -%U*M^ ( i i i . 6 ) 

g i v e n p r e v i o u s l y i n (6.I4.). P r o m t h i s i s c a l c u l a t e d t h e e n e r g y -

m o m e n t u m t e n s o r 

dUf*?* (1J4..7) 



87 

G u p t a o b t a i n s t h e s e c o n d a p p r o x i m a t i o n b y s h i f t i n g ( I k . 7 ) t o 

t h e l e f t h a n d s i d e o f t h e f i e l d e q u a t i o n s 

• ̂ -k(U.|3^U^>-^^LU«p/«rU^Ar) " O • U1+.8) 

T h e n , ( l k . 8 ) m u s t b e t h e E u l e r - L a g r a n g e : e q u a t i o n s o f a L a g r a n -

i a n JL' w h i c h G u p t a w r i t e s a s 

w h e r e f ^ c o n s i s t s o f o n e o r m o r e t e r r a s s u c h t h a t e a c h t e r m i s 

a p r o d u c t o f t h r e e f a c t o r s , e a c h f a c t o r b e i n g e i t h e r ( J o r 

i t s d e r i v a t i v e , a n d e a c h t e r m c o n t a i n i n g a t o t a l o f t w o d e r i ­

v a t i v e s . 

T h i s m e t h o d o f i t e r a t i o n f a l l s , b e c a u s e , a s i t w i l l n o w 

b e s h o w n , n o s u c h f ^ e x i s t s . T h e r e a r e f i f t y - s e v e n p o s s i b l e 

t e r r a s w h i c h c o u l d c o n t r i b u t e t o fy w h i c h a r e l i s t e d i n A p p e n ­

d i x B , u s i n g t h e n o t a t i o n 

ty**) - y « o j ty^Ai) » CL,*. 04.io) 
T h i s l i s t e x h a u s t s a l l p o s s i b i l i t i e s , s i n c e a t e r m c o n t a i n i n g 

a s e c o n d d e r i v a t i v e w o u l d d i f f e r f r o m a l i n e a r c o m b i n a t i o n o f 

t h e (1=1,2,. . .57) b y a f o u r - d i v e r g e n c e , f o r e x a m p l e 

^ / « * ) U * ) ( y 6 ) = - L 7 - L „ - H ^ _ L ^H)0s*) (<?*)] - (14.11) 

T h e n , f m a y b e w r i t t e n a s 

k-i 
a n d t h e c o e f f i c i e n t s a r e d e t e r m i n e d b y t h e f a c t t h a t t h e 
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v a r i a t i o n o f f ^ w i t h r e s p e c t t o m u s t y i e l d , f r o m ( I I4..8) 

S_js - - A [ {~/3//<Xo</3/o) - (*>/s/<r)(°93/<r)'\ - (11+. 13) 
Sty* ' ' ' < 

T h e c o n d i t i o n s a m o n g t h e s e c o e f f i c i e n t s ( s e e A p p e n d i x B ) 

i n c l u d e 

c a - C a q - C3o — C3<r ~ Cj6 = - / (cys3/M)fad/i>) 

* . _̂  / (11+.Ii;) 

w h e r e t h e c o e f f i c i e n t s o f t h e t e r m s o n t h e r i g h t h a v e b e e n 

s e l e c t e d . T h e s e e q u a t i o n s a r e c l e a r l y i n c o m p a t i b l e . S i n c e 

( I I 4 . . I 2 ) w a s t h e m o s t g e n e r a l L a g r a n g i a n , i t c a n o n l y b e c o n ­

c l u d e d t h a t f ^ a n d h e n c e L ' d o e s n o t e x i s t . 

T h i s p r o o f l e a v e s o p e n t h e p o s s i b i l i t y t h a t e q u a t i o n s 

(II4..8) c o u l d b e o b t a i n e d f r o m a L a g r a n g i a n w h i c h w a s o t h e r 

t h a n c u b i c i n t h e f i e l d v a r i a b l e s . H o w e v e r , e v e n i f s u c h a 

L a g r a n g i a n c o u l d b e f o u n d , t o b e u s e d i n t h i s p r o c e d u r e i t 

w o u l d h a v e t o b e e x p a n d e d a s a p o w e r s e r i e s i n k , a n d o n l y 

t e r m s c o n t a i n i n g 6 t o t h e z e r o t h o r f i r s t p o w e r w o u l d b e r e ­

t a i n e d f o r t h e i t e r a t i o n . B u t t h e n , t h e L a g r a n g i a n w o u l d h a v e 

t o b e o f t h e f o r m (II4..9) w h i c h h a s b e e n s h o w n n o t t o e x i s t . 



15. A t t e m p t a t I n c o r p o r a t i n g t h e G r a v i t a t i n g E f f e c t s o f 

G r a v i t a t i o n b y a n I t e r a t i o n P r o c e d u r e 

A l t h o u g h t h e m e t h o d o f i t e r a t i o n p r o p o s e d b y G u p t a , o u t ­

l i n e d i n t h e l a s t s e c t i o n , f a i l s , i t i s p o s s i b l e t o d e v e l o p 

a n i t e r a t i o n p r o c e d u r e w h i c h w i l l w o r k a l o n g v e r y s i m i l a r l i n e s . 

T h e f i r s t o r d e r e q u a t i o n s a r e g i v e n b y ( l k . 2 ) a n d w i l l b e w r i t ­

t e n a s 

R i i - U i o - U i i -o ( 1 5 . D 

^ - o 

T h e y a r e o b t a i n e d f r o m t h e L a g r a n g i a n /J'* g i v e n b y ( I k . 6 ) 

a n d f r o m w h i c h m a y b e c o n s t r u c t e d t h e e n e r g y - m o m e n t u m t e n s o r 

$r<> g i v e n b y ( l k . 7 ) . 

T h e s e c o n d o r d e r e q u a t i o n s a r e w r i t t e n a s 

• U ! ? - W t ^ = 0 (15.2) 

b u t t h i s e q u a t i o n w i l l n o w b e u n d e r s t o o d t o h a v e a d i f f e r e n t 

m e a n i n g . I n s t e a d o f u n d e r s t a n d i n g t h a t t h e v a r i a b l e s 

a p p e a r I n t h e e x p r e s s i o n f o r Z^^ a s w e l l a s i n u v ^ - o a s 

G u p t a d i d , o n e c a n i n t e r p r e t t h e a s a f u n c t i o n o f t h e 

c o - o r d i n a t e s Yy*. , i n t e r m s o f t h e k n o w n f u n c t i o n s \^Jo . C o n ­

s i d e r w h a t h a p p e n s t o t h e a u x i l i a r y c o n d i t i o n s f o r a s o l u t i o n 

o f (15.2): 

(15.3) 

89 
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A l t h o u g h D n ^ o v a n i s h e s , t h e r e i s n o t h i n g t o i n s u r e t h a t ^ W 

i t s e l f v a n i s h e s . 

S i m i l a r l y , 

oaT3 - aU& - - o (i5.i+) 

i t s e l f b e z e r o . F i n a l l y 

• C ( 1 ) ^ Q U ? - AtJ? - ^ O (15.5) 

s o C C 2 ) c a n n o t v a n i s h i n g e n e r a l . 

T h e r e i s n o p r o b l e m i n o b t a i n i n g a " L a g r a n g i a n " f o r e q u a ­

t i o n s (15.2); i t m u s t o f c o u r s e b e a n e x p l i c i t ( a s w e l l a s i m ­

p l i c i t ) f u n c t i o n o f t h e c o - o r d i n a t e s 

X.fSj- -ZCtgrOgr-tOp'tP ~ (15.6) 

N o t i c e t h a t A~ i s n o t a t r u e L a g r a n g i a n , s i n c e i t s d e p e n d e n c e 

MO 

o n t h e c o - o r d i n a t e s t h r o u g h Cys c o n t a i n s a d e p e n d e n c e o n a 
• fa) 

p a r t i c u l a r s o l u t i o n o f (15.1). H o w e v e r , / - a n d t h e o t h e r 

j£("> w i l l b e c a l l e d " L a g r a n g i a n s " b e c a u s e t h e y a r e u s e d t o 

g e n e r a t e t h e e n e r g y - m o m e n t u m t e n s o r f o r e a c h o r d e r , j u s t a s a n 

o r d i n a r y L a g r a n g i a n m a y b e s o u s e d . 

F r o m c a n b e c o n s t r u c t e d t h e e n e r g y - m o m e n t u m t e n s o r 

s / - / / ' / / / ' s / s (15.7) 

y y ' ' 

w h e r e 

& SMo Oj*l-0£s/<r • (15• 8 ) 
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T h e n , t h e i t e r a t i o n m a y b e r e p e a t e d t o y i e l d t h e t h i r d o r d e r 

e q u a t i o n s 

y / ' 
(15.9) 

y 

w h e r e t h e \J^^ a p p e a r s o n l y i n t h e f i r s t t e r m , t h e o t h e r t e r m s 

b e i n g e x p l i c i t f u n c t i o n s o f t h e c o - o r d i n a t e s . A g a i n t h e a u x ­

i l i a r y c o n d i t i o n s d o n o t h o l d . A l l t h a t c a n b e s a i d i s t h a t 

•fl£ - o 

• B j? - - l ? U £ t S * * o (15.10) 

T h e " L a g r a n g i a n " a n d e n e r g y - m o m e n t u m t e n s o r f o r t h i s o r d e r a r e 

r e s p e c t i v e l y 

- A M _ s.(»-*(3) z//<y+(*) r (15.11) 

th 
T h e p a t t e r n f o r s u c c e s s i v e i t e r a t i o n s i s c l e a r , a n d t h e n 

o r d e r e q u a t i o n s 

aC/J-'-^tJ:"' = o ( i 5 . i 2 ) 

m a y b e d e r i v e d f r o m t h e ft^*1 o r d e r " L a g r a n g i a n " 

w h o s e e n e r g y - m o m e n t u m t e n s o r i s y y . LSMO (y<ys u<ys 
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S u b s t i t u t i n g t h e d e f i n i t i o n o f Zya> i n t o (15.13), o n e o b t a i n s 

t h e f u n c t i o n a l e q u a t i o n 

-XC&tffr-/rcy^^L - |C"'^^J (15.15) 

w h e r e i t I s t o b e u n d e r s t o o d t h a t t h e e x p r e s s i o n i n t h e s q u a r e 

b r a c k e t s i s a n e x p l i c i t f u n c t i o n o f t h e c o - o r d i n a t e s . A l t h o u g h 

t h e r e i s n o i n f o r m a t i o n a b o u t t h e c o n v e r g e n c e o f t h i s p r o c e d u r e , 

o n e m a y a s s u m e t h a t t h e f i e l d e q u a t i o n s o b t a i n e d b y v a r y i n g / ^ 

d o n o t d i f f e r s i g n i f i c a n t l y f r o m t h o s e o b t a i n e d b y v a r y i n g / ^ ( ¥ " ' ) 

w h e n h » I . T h e n , I f t h i s a s s u m p t i o n i s v a l i d , o n e m a y d r o p 

t h e d i s t i n c t i o n b e t w e e n /J"* a n d /J*'* i n e q u a t i o n (15.15) 

a n d j u s t w r i t e 

J 6 U ^ U ^ ^ U ^ I Q ' A U ^ ] ^ ^ (fail ~° ( 1 5 , 1 6 ) 

w h e r e i s t h e L a g r a n g i a n a n d £_i_3 i s t h e e x p r e s s i o n f o r / _ 

e v a l u a t e d a s a n e x p l i c i t f u n c t i o n o f t h e c o - o r d i n a t e s . T h e n 

o n e o b t a i n s a f u n c t i o n a l e q u a t i o n f o r L , t h e L a g r a n g i a n f o r a 

f u l l y n o n l i n e a r t h e o r y . I t i s n o t k n o w n h o w t o s o l v e t h i s 

e q u a t i o n . T h u s t h e s o l u t i o n s o f e q u a t i o n ( 1 5 . 1 6 ) , i f t h e y e x ­

i s t , w o u l d y i e l d f i e l d e q u a t i o n s f o r a s o u r c e - f r e e , g r a v i t a t i n g , 

g r a v i t a t i o n a l f i e l d w h i c h i n l i n e a r a p p r o x i m a t i o n h a v e s o l u t i o n s 

c o m p a t i b l e w i t h a l l k n o w n e x p e r i m e n t a l r e s u l t s . B e c a u s e t h e 

a u x i l i a r y c o n d i t i o n s w o u l d n o t b e t r u e i n s u c h a n o n l i n e a r t h e ­

o r y , i t m u s t b e c o n c l u d e d t h a t p o l a r i z a t i o n m o d e s o t h e r t h a n t h e 

p u r e l y t r a n s v e r s e o n e s w o u l d b e p o s s i b l e , i n c l u d i n g t h e s k e w  

m o d e s . T h i s s h o u l d b e a v e r y i n t e r e s t i n g f i e l d f o r i n v e s t i g a -
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t i o n . I t w o u l d a l s o b e v e r y u s e f u l t o s t u d y w h e t h e r s o l u t i o n s 

o f t h e s e e q u a t i o n s a r e a l s o s o l u t i o n s o f E i n s t e i n ' s f i e l d e q u a ­

t i o n s . 



16. The S c a t t e r i n g of Photons by Photons due t o the 

G r a v i t a t i o n a l I n t e r a c t i o n 

The c o n s i d e r a t i o n s o f S e c t i o n 2 show how an i n t e r a c t i o n 

H a m i l t o n i a n f o r the e l e c t r o m a g n e t i c - g r a v i t a t i o n a l i n t e r a c t i o n 

may be c o n s t r u c t e d , u s i n g the p r i n c i p l e of the compensating 

f i e l d . Once t h i s c o n s t r u c t i o n has been made, such q u a n t i t i e s 

as the c r o s s - s e c t i o n f o r photon-photon s c a t t e r i n g due t o the ex­

change of a g r a v i t o n can be c a l c u l a t e d by the u s u a l methods of 

quantum e l e c t r o d y n a m i c s . The c o n t e n t of t h i s s e c t i o n f o l l o w s 

c l o s e l y a development by Kaempffer (1967). 

The m o t i v a t i o n f o r i n v e s t i g a t i n g such a s m a l l q u a n t i t y as 

the photon-photon c r o s s - s e c t i o n can be seen f r o m the f o l l o w i n g 

d i m e n s i o n a l c o n s i d e r a t i o n s : I n quantum e l e c t r o d y n a m i c s the 

lo w e s t o r d e r c o n t r i b u t i o n t o photon-photon s c a t t e r i n g comes 

from t h e f o u r t h o r d e r t erm whose Peynman graph i s ( K a r p l u s and 

Neuman, 1951) s / 

(16.1) 
t v 

where the d o t t e d l i n e s r e p r e s e n t photons and the s o l i d l i n e s 

r e p r e s e n t e l e c t r o n s or p o s i t r o n s , and t h e c r o s s - s e c t i o n i s on 

the o r d e r of 

So) WcJ YtaftC' 
O ed (cm) (16.2) 

f o r low f r e q u e n c i e s , where i)cd < WeC' 

91+ 
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F o r e x t r e m e l y h i g h f r e q u e n c i e s , w h e r e Jh&^^C2, t h e c r o s s -

s e c t i o n c a n n o t d e p e n d o n M E a n d m u s t d e p e n d , f o r t h e n t h o r d e r 

t e r m , u p o n t h e i n v e r s e s q u a r e o f t h e f r e q u e n c y a s 

f t ) ^ • ( 1 6 . 3 ) , W CD-

O n t h e o t h e r h a n d , t h e c o n t r i b u t i o n t o t h i s c r o s s - s e c t i o n f r o m 

t h e g r a v i t o n e x c h a n g e i n t e r a c t i o n , w h i c h c a n b e r e p r e s e n t e d b y 

t h e F e y n m a n d i a g r a m 

^ ;*~s"<^ ^ — s g r a v i t o n ( 1 6 . k ) 

i n t h e s e c o n d o r d e r , m u s t d e p e n d o n f r e q u e n c y a s 

s i n c e t h e r e i s n o m a s s f a c t o r w h i c h c a n b e i n c l u d e d . 

W h y t h e g r a v i t a t i o n a l c o n s t a n t a p p e a r s t o t h e s e c o n d p o w e r w i l l 

b e s h o w n i n t h e c a l c u l a t i o n . T h e n , c l e a r l y , w h e n t h e f r e ­

q u e n c y r e a c h e s a c e r t a i n c r i t i c a l v a l u e , t h e g r a v i t a t i o n a l t e r m 

w i l l b e c o m e d o m i n a n t . T h i s f r e q u e n c y i s a b o u t 1 0 ^ " s e c , w h i c h 

c o r r e s p o n d s t o a n e n e r g y e q u i v a l e n t t o t h e a n n i h i l a t i o n o f 1 0 1 

g r a m s o f m a t t e r . T h u s , f o r e x t r e m e l y h i g h e n e r g i e s , t h e r e i s 

r e a s o n t o b e l i e v e t h a t t h e g r a v i t a t i o n a l i n t e r a c t i o n p l a y s a n 

i m p o r t a n t r o l e i n t h e s c a t t e r i n g o f p h o t o n s . 

N o w , t h e i n t e r a c t i o n H a m i l t o n i a n i s c o n s t r u c t e d i n t h e f o l ­

l o w i n g m a n n e r . O n e s t a r t s w i t h t h e H a m i l t o n i a n f o r t h e f r e e 

e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d , 
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i n w h i c h t h e g a u g e i s c h o s e n s o t h a t / ? , - 0. a n d t r a n s v e r s e 

p h o t o n s o n l y a r e b e i n g c o n s i d e r e d . T o t a k e i n t o a c c o u n t t h e 

g r a v i t a t i o n a l i n t e r a c t i o n , o n e s i m p l y r e p l a c e s t h e o r d i n a r y 

d e r i v a t i v e fla/d b y t h e s p e c i a l d e r i v a t i v e » i n t r o d u c e d 

i n (2.11). T h e f o r m o f t h i s d e r i v a t i v e , i n t h e l i n e a r a p p r o x i ­

m a t i o n , i s g i v e n i n (2.I4.O) a s 

(16.7) 

N o w , i n t h i s a p p r o x i m a t i o n , ^ c m a y b e r e p l a c e d b y J£Tac s i n c e 

o n l y s y m m e t r i c , i n f a c t o n l y p u r e l y t r a n s v e r s e g r a v i t o n s w i l l 

b e c o n s i d e r e d . T h e n , o n e m a y w r i t e 

t%i+ (TteA-%c;a)fc (16.8) 

w h e r e 

SiZz/cJ s ZL(Vl»/c. - ldc/a} • (16.9) 

N o w o n e m a y e x p a n d ^ a s a s u m o f p h o t o n c r e a t i o n a n d a n n i h i l a ­

t i o n o p e r a t o r s 

w h e r e t h e a r e t h e p o l a r i z a t i o n v e c t o r s i n t r o d u c e d i n 

S e c t i o n 1+, a n d a (k ,<r ) a n d a" 1"^,^ r e s p e c t i v e l y a n n i h i l a t e a n d 

c r e a t e a p h o t o n o f m o m e n t u m K , p o l a r i z a t i o n 0 " . A l s o , o n e h a s 
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ft*- fa^^r^e** + h.cl ( i 6 . i l ) 

where the constant k has f i n a l l y been introduced f o r dimension­

a l reasons, as was promised i n S e c t i o n 6 , and the p o l a r i z a t i o n 

s=5 i s now being w r i t t e n s=2 . Using the v a r i o u s p r o p e r t i e s of 

the C^tys) and the € 5 ( ^ 5 ) , one then f i n d s that ( 1 6 . 9 ) may 

be w r i t t e n as 

^l&Zzj - (-ojE? c*=»feraw)c ev>-c-"1. (16.12) 

So, the i n t e r a c t i o n p a r t of the Hamiltonian may be w r i t t e n as 

4 l / / 9 ^ ^ C a / o / ? c + £ i C < 3 / c j / 9 c ^ J • ( 1 6 . 1 3 ) 

The and the fia/l may be commuted s i n c e the operators which 

do not commute w i l l be e l i m i n a t e d by the r e l a t i o n 

£«LcCa(k,cr)£r(JS,crj . 0 ( 1 6 . 1 k ) 

and 7¥ i s seen to be a l r e a d y i n normal order, and may be w r i t ­

ten as 

- X/Y/?)*/^*)^^ &/%(*)] (16 . 1 5 ) 

where the operator N pl a c e s a l l c r e a t i o n operators t o the l e f t 

of a l l a n n i h i l a t i o n o p e r a t o r s . 

Now, the f u l l machinery of quantun electrodynamics may be 

used t o e v a l u a t e , f o r example, the c r o s s - s e c t i o n f o r photon-

photon s c a t t e r i n g . The s c a t t e r i n g operator 

S = T [e*p -tfsYcv)ck\ ( 1 6 . 1 6 ) 

http://i6.il
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i s e x p a n d e d a s 

S - I - if Tt?rt*ilc/x - kJfT[?fto) 7ff*)]J*,<J* y - • - (I6.17) 

w h e r e T i s t h e t i m e - o r d e r i n g o p e r a t o r . T h e l o w e s t o r d e r t e r r a 

w h i c h c a n c o n t r i b u t e t o a s c a t t e r i n g p r o c e s s i s t h e s e c o n d o r ­

d e r t e r r a , w h i c h m a y b e w r i t t e n 

(16.18) 

j 
W i c k ' s t h e o r e m a l l o w s o n e t o w r i t e : (16.18) a s t h e s u m o f s i x 

t e r m s w h o s e g r a p h s a r e 

\ s \ / \ 

S ( I ) S ( I D s ^ 1 1 * ) 
• 2 2 2 

a.(iv) S ( V ) S ( V I ) 
2 2 2 

T h e p h o t o n - p h o t o n s c a t t e r i n g t e r m i s S ^ 1 1 1 ^ , w h i c h c a n b e 

w r i t t e n 

T h e f o l l o w i n g i d e n t i t i e s a l l o w o n e t o s i m p l i f y t h i s p r o p a g a t o r : 
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s o t h a t (16.20) b e c o m e s 

_!_ (di.ix-^XkA 3,3^ ~Xc, X<:-,_ -h U C J C J . Xoa. 

i(av)*r^\ "wVV (16.22) 

w h e r e P i s t h e P e y n m a n c o n t o u r o n t h e - p l a n e j w h i c h I n ­

c l u d e s o n e o f t h e p o l e s , 7<^= -u)t d e p e n d i n g o n t h e 

t i m e - o r d e r o f K.\ a n d Xx . T h e n S ^ 1 1 1 ^ m a y b e s p l i t i n t o s i x ­

t e e n f u n d a m e n t a l p r o c e s s e s , w h o s e g r a p h s a r e : 

S ( I I I ) = V A y \ ^ N , ' ^ y 

(1) (2) (3) (4) 

R * 7> R ^ R, /< 

^ ^ f\ * -n ^ ^ 

(5) (6) (7) (8) 

+ <Ov~v + + + (16.23) 

(9)' (10) ( I D (12) 

(13) (11+) (15) (16) 
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w h e r e t h e c o n v e n t i o n u s e d i s t h a t p h o t o n l i n e s f r o m a r e ; 

d r a w n f r o m SW t o N E , t h o s e f r o m a r e d r a w n f r o m S E t o N W . 

a n d c r e a t i o n ( a n n i h i l a t i o n ) o p e r a t o r s a r e r e p r e s e n t e d b y a l i n e 

l e a v i n g ( e n t e r i n g ) a v e r t e x . T h e p r o c e s s e s w h i c h c a n c o n t r i b u t e 

t o p h o t o n - p h o t o n s c a t t e r i n g a r e t h o s e n u m b e r e d ( I 4 . ) , ( 6 ) , ( 7 ) , 

( 1 0 ) , ( 1 1 ) , a n d ( 1 3 ) . 

T h e m a t r i x e l e m e n t s m a y b e s t b e e v a l u a t e d i n t h e c e n t r e - o f -

m o m e n t u m s y s t e m y 

^=azeose ( 1 6 . 2 k ) 

w h e r e t h e y m a y b e w r i t t e n a s 

t h t h 
I t c a n b e s e e n t h a t t h e k a n d 13 d i a g r a m s d o n o t c o n t r i b u t e , 

a n d t h e r e m a i n i n g f o u r a r e i d e n t i c a l . T h u s , t h e c o m p l e t e m a t - • 

r i x e l e m e n t i s 

(*n)*f (c*s9+i \ A/ <f(*i'+*f-*i -Ai) ( 1 6 . 2 6 ) 
tr?VA [cose-1J 

i r e 

a n d 

w h e r e 

( 1 6 . 2 7 ) 

T h e u s u a l p h a s e - s p a c e c o n s i d e r a t i o n s ( s e e J a u c h a n d R o h r l i c h , 

1955) e n a b l e o n e t o c o m p u t e t h e d i f f e r e n t i a l c r o s s - s e c t i o n 
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x (16 ..28) CTds = GL c/s/cos6^/f//f/ 
/6£lx \cos6-fJ ' 

w h e r e M i s f o u n d b y a v e r a g i n g o v e r i n i t i a l s p i n s a n d s u m m i n g 

o v e r f i n a l s p i n s , 

s ^ I L ^ I S l MI* s ri*sUebO'cne)* cos**3 - (16.29) 

T h e n t h e d i f f e r e n t i a l c r o s s - s e c t i o n i s 

crds = e f o V j r (cose 4/P'fjp-c°se)-+ cos xel (16.30) 

a n d t h e t o t a l c r o s s - s e c t i o n i s g i v e n b y 

a£. s f f c d s - ^gT T e t a * (16.31) 

o r , i n c g s u n i t s , 

GM- * ^ T r / G i n ^ r ^ • (16 .32) 

O t h e r q u a n t i t i e s m a y b e c a l c u l a t e d i n a s i m i l a r f a s h i o n , a n d 

s h o u l d p r o v e t o b e a w o r t h w h i l e s u b j e c t o f i n v e s t i g a t i o n . 

file:///cos6-fJ


B I B L I O G R A P H Y 

A k h i e z e r , A . I . a n d B e r e s t e t s k l i , V . B . , ( 1 9 6 5 ) , Q u a n t u m E l e c ­
t r o d y n a m i c s , I n t e r s c i e n c e 

A n d e r s o n , : J . L . , ( 1 9 6 1 + ) , Q u a n t i z a t i o n o f G e n e r a l R e l a t i v i t y , 
i n G r a v i t a t i o n a n d R e l a t i v i t y , e d i t e d b y C h i u a n d 
H o f f m a n , B e n j a m i n 

A r c h i b a l d , ¥ . J . , ( 1 9 5 5 ) , C a n . J . P h y s . , 3 3 , 5 6 5 

A r n o w i t t , R . , D e s e r , S., a n d M I s n e r , C . W . ( 1 9 5 9 , I 9 6 0 , 1 9 6 1 ) , 
T h e D y n a m i c s o f G e n e r a l R e l a t i v i t y , i n G r a v i t a t i o n , a n  
I n t r o d u c t i o n t o C u r r e n t R e s e a r c h , e d i t e d b y L . W i t t e n , 

W i l e y , 1 9 6 2 . T h i s c o n t a i n s r e f e r e n c e s t o e a r l i e r w o r k 
b y t h e s e a u t h o r s . 

B e l i n f a n t e , P . J . , ( 191 + 9 ) , P h y s . R e v . _7_6, 226 

B e r g m a n n , P . G . , ( 1 9 5 5 ) , P h y s . R e v . , 9 8 , 531 

B e r g m a n n , P . G . , ( 1 9 5 6 ) , H e l v . P h y s . A c t a S u p p l . , Ij., 7 9 

B e r g m a n n , P . G . e t a l , ( 1 9 5 6 ) , P h y s . R e v . , 1 0 3 , 807 

B e r g m a n n , P . G . a n d J a n i s , A . , ( 1 9 5 8 ) , P h y s . R e v . , I l l , 1 1 9 1 

B e r g m a n n , P . G . a n d K o m a r , A . , ( I 9 6 0 ) , P h y s . R e v . L e t t e r s , k , 

14-32 
B l e u l e r , K . , ( 1 9 5 0 ) , H e l v . P h y s . A c t a , 2 £ , 567 

C a l k i n , M . J . , ( 1 9 6 5 ) , A m . J . P h y s . , 3 3 , 958 

C a r s w e l l , R . P . , ( 1 9 6 5 ) , M a s t e r s T h e s i s , U n i v e r s i t y o f B r i t i s h 
C o l u m b i a ( u n p u b l i s h e d ) 

D e W i t t , B.S., ( 1 9 6 1 ) , T h e Q u a n t i z a t i o n o f G e o m e t r y , i n 
G r a v i t a t i o n , a n I n t r o d u c t i o n t o C u r r e n t R e s e a r c h , 
e d i t e d b y L . W i t t e n , W i l e y , 1 9 6 2 

D i r a c , P . A . M . , ( 1 9 5 0 ) , C a n . J . M a t h . , 2 , 11+7 

D i r a c , P . A . M . , ( 1 9 6 1 + ) , L e c t u r e s o n Q u a n t u m M e c h a n i c s , 
Y e s h i v a U n i v e r s i t y , N e w Y o r k 

E i n s t e i n , A . , ( 1 9 1 6 ) , A n n . P h y s . , 1+J9, 769 

E i n s t e i n , A . , ( 1 9 1 8 ) , S . - B . P r e u s s . A k a d . W i s s . , 1 5 1 + 

P e r m i , E . , ( 1 9 3 2 ) , R e v . M o d . P h y s . , L)., 87 

102 



103 

F e y n m a n , R . P . , ( 1 9 6 2 ) , C a l . T e c h . N o t e s o n G r a v i t a t i o n 
( u n p u b l i s h e d ) 

F i e r z , M . , (1939), H e l v . P h y s . A c t a , 1 2 , 3 

F i e r z , M . , a n d P a u l i , ¥ . , (1939), P r o c . R o y . S o c . ( L o n d o n ) , 
A173i 211 

G u p t a , S . , ( 1 9 5 0 ) , P r o c . P h y s . S o c . ( L o n d o n ) , A63, 6 8 l 

G u p t a , S . , (1952), P r o c . P h y s . S o c . ( L o n d o n ) , A6£, 161, 608 

G u p t a , S . , (1951+), P h y s . R e v . , 9 6 , I 6 8 3 

H e i s e n b e r g , W . a n d P a u l i , W . , (1929), Z ' . P h y s . , £ 6 , 1 

H i l b e r t , D., (192k), M a t h . A n n . , 92, 1 

J a u c h , J . M . a n d R o h r l i c h , F . , (1955), T h e T h e o r y o f P h o t o n s  
a n d E l e c t r o n s , A d d i s o n W e s l e y 

K a e r a p f f e r , F . A . , (1965), C o n c e p t s i n Q u a n t u m M e c h a n i c s , 187, 
A c a d e m i c P r e s s 

K a e m p f f e r , F . A . , (1967), t o b e p u b l i s h e d 

K a r p l u s , R . , a n d N e u m a n , M . , ( 1 9 5 D , P h y s . R e v . , 8^, 776 

L a n d a u , L . D. a n d L i f s h i t z , E . M . , (1962) T h e C l a s s i c a l T h e o r y  
o f F i e l d s , 3 k l , A d d i s o n W e s l e y 

L o m o n t , J . S . , (1959), A p p l i c a t i o n s o f F i n i t e G r o u p s , A c a d e m i c 

L o n d o n , F . , (1927), Z . P h y s . , k_2, 375 

P a u l i , W . . , ( 1 9 5 8 ) , E n c y c l o p e d i a o f P h y s i c s V , P a r t 1 , S p r i n g e r 

P e i e r l s , R . E . , ( 1 9 5 2 ) , P r o c . R o y . S o c . ( L o n d o n ) , A2Lk, l k 3 

R o m a n , A . , (196k), T h e o r y o f E l e m e n t a r y P a r t i c l e s , 226, 231, 
N o r t h - H o l l a n o * 

S c h r o e d i n g e r , E . , ( 1 9 5 0 ) , S p a c e - T i m e S t r u c t u r e , C a m b r i d g e 
U n i v e r s i t y 

S c h w i n g e r , J . , ( 1 9 6 3 ) , P h y s . R e v . , 1 3 2 , 1317 

U t i y a m a , R . , ( 1 9 5 6 ) , P h y s . R e v . , 1 0 1 , 1597 

W h e e l e r , J . A . , (1962), G e o m e t r o d y n a m i c s , 239, A c a d e m i c 



101+ 

W y s s , W . , (1965), H e l v . P h y s . A c t a , ,38, k69 . 

Z h i r n o v , V. A . a n d S h i r o k o v , Y . , (1957), J E T P ^ , 



• A p p e n d i x A . N o r m a l i z e d E i g e n v e c t o r s o f S p i n P r o j e c t i o n 

O p e r a t o r s f o r t h e T e n s o r F i e l d 

T h e e i g e n v e c t o r s o f t h e o p e r a t o r (p>f i n t r o d u c e d i n (5.5)» 

l a b e l l e d a c c o r d i n g t o s p i n q u a n t u m n u m b e r s ( j , m ) , a r e : 

sfc 

±3.*- (OOZXJX^-XJO 

0 

0 

o 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

105 
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?X- ((D+X3)(?*3±Cd) 

o 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
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P 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 -

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 



1 0 8 

— -

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 : 0 0 

0 : 0 0 

x+ 0 0 

0 0 

X- 0 f M - 0 

0 1 0 

0 0 1 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

o 1 0 0 



1 0 9 

/ 

L 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

zfiX+(cQ±X3) 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

ix+ 

-c'X-

0 

0 

0 
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T(i,±o- / 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-±X-(cO+X3) 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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T h e e i g e n v e c t o r s o f t h e o p e r a t o r ^ - _ K a r e o b t a i n e d f r o m t h o s e 

o f CT-X ° y t h e o p e r a t i o n S ( s e e d e f i n i t i o n (5.7)) w i t h t h e 

r e s u l t 

0 

xfxf-C&X, 9-* ^itDKy±y^ 

o 

(£> x-Xs)(-?<tX3 * LlZy$ 

(uT-XsT 

0 

0 

0 

0 

0 



1 1 2 

-ax,XxX3 * s*)(rf-xf) 

0 

-JtXiXtXs =t toD(X,2-X*x) 

J(coz-JXs
x)]± idXiXa 

0 

7ft(cO z-2X3-)7 t&X*X3 

0 

0 

0 

0 

0 



113 

£<#(?) - JL 

© 

0 

3**3 

0 

0 

0 

0 

0 

(*,*)* / 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 



I l k 

o 

0 

0 

h 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

x 3 

X 2 

x 3 

o 

3JJ 
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0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

• 3 

€**0o) = 'At 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 
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Cef-X? 

?CXj * ScdX/ 

0 

0 

0 

XtXs±i«>X*. 
0 

0 

0 

0 

0 

0 



1 1 6 

0 

0 

0 

-X,Xs + <*>Xx 
0 

0 

0 

-X*X3d: icdX, 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

K 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

*3 

-X 

-Xx 

-Xs 

0 



A p p e n d i x B . T h e F i f t y - S e v e n P o s s i b l e T e r m s i n t h e L a g r a n g i a n 

a n d t h e R e s u l t o f t h e i r V a r i a t i o n . 

T h e f i r s t e i g h t e e n c o n t a i n i ) </?•>>) 

i i ) s o m e p e r m u t a t i o n o f <*,/$yt 

i l l ) s o m e p e r m u t a t i o n o f 

L l = ) {cX/3/y ) {c^?/0 ) 
L 1 0 = >^)>^A)(«?*A) 

L 2 = (yd ) {^y/y< ) (yzot/d ) 
L l l = j > o ) ( ^ / ^ ) ( ^ ^ ? ) 

L3' = { y o ) ^ ^ ) ^ ^ / ^ ) L12 = yn>){-y«fc)yr*/<*) 

\ = JS* ) W/3frt ) ) L13 = ^ ) ( * ^ ) 

L5 L l k = > ^ ) ( < ^ * ) ( ^ A ) 

L 6 = ){<*/*//«) {ye/*) L i 5 = yi))i/^//S){^//3) 

L ? = yo ){°y?//$){/*/i>) 
L 1 6 = j ^ ) ^ A ) j / ^ A ) 

L8 = $ft> ) \^«/°< ) (<̂ ? A ) 
L 1 7 

L 9 = y> )y*«//*) {^M) L 1 8 = y«*)y//*){-$*/>*) 

T h e n e x t n i n e c o n t a i n i ) > w > ) 

i i ) s o m e p e r m u t a t i o n o f oCe*y< 

i i i ) s o m e p e r m u t a t i o n of/^,/S,-0 

L 1 9 = y*>) {^^^l/fi/v ) 
L 2 k 

= /y->){cy/cx){f3//S) 

L 2 0 = y ^ ){*<*//*)^//s) % = ^ 0 ) j / ^ A ) p ^ A ) 

L 2 1 
= yfr>) {**/,*) {f5/y) 

L 2 6 = ^ )y^/x)^//s) 

L 2 2 = <yi) ) {^M/^)iyp/z>) 
L 2 7 = ) j ^ A ) {-*/*//*) 

L 2 3 = ^ ) ( W < ^ ^ A ) 

T h e n e x t e i g h t e e n c o n t a i n i ) (y-Z>) 

i i ) s o m e p e r m u t a t i o n ofy,-d, * 

i i i ) s o m e p e r m u t a t i o n o f e r f y ^ f 
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L28 = ^ ) > ^ A ) ^ * A ) L37 = i/^7) ) (^/> 

L 2 9 = Ĵ > )$/">>/*<) ft*//*) L38 ) (-^/>) 

L30 = y*>)ftK>A*){cf6fe) 
L39 = ^ ) ( ^ / > ) ^ / ^ 

L31 = yt-o )y*/o) pf* A ) ) (<̂ A>) 

L32 = ft*r>)ft*/i> )ft*//f) = ) ( < ^ A ) ^ A 

L33 = ^*>)^A> ) ( ^ A ) (°y^A 

E f t 
= yrO){y*M)i/fS/o<) = ft-0 > ( « ^ ^ A ) W°< 

L3S = ) (y* ) ) = ^ ) ( ° ^ A ) 

L36 = ^ ) ( ^ A ) ( < = ^ A ) V 
= y j 

T h e l a s t t w e l v e c o n t a i n ( c o * ) 

L52 = 

L47 = ( ^ ) ^ / > ) ( ^ / > ) 
L53 

= (c/o< >j^O ( ^A 
Lk8 L54 = ) y ^ j ^ ) ^ / ^ > 

Lk9 = ( ^ ) ^ / > ) ( ^ ? / > ) L55 = (<=<* /^7>) (#*A 

L50 = {^)^//t)yyf/^>) L56 = (*<X )y^//)ft-0/n) 

L51 = («*)ft*//*)yrJ/r) 
L57 yys//f)ftf>h 

T h e v a r i a t i o n o f f ( s e e e q u a t i o n ( lk.13)) y i e l d s 

c 1 |(<?<?/tf)(<*tfA) -• 2{«/8)y*>/ya) - y - t f e ) ^ / * ) - ̂AO(^/>)} + 
c

2 { ( - ^ < ) ( ^ / » > ) ~ 2(^?)(^A^) - (y^ M ^ A O - (^A) ( * /^ ) ] + 

c 3 | ( ^ ^ ) ( ^ / / ? ) - (^)^A ^ ) - ( ^ A ) j ^ A ) - ^ ) y p / y * ) j 

c k |(«-/?/»̂ A<) - ty)ty*Jrt - (<̂ A0(̂ />) - j^)(^//M 
- Je**/«) (of/ft) J 

\yys//«)\?«//s) - ( ^ ^ A * ) - tyZ-oyz*/*) - ( o j / 0 ( ^ / ^ ) l 

- («5^)(^A<) J-



1 1 9 

- y*/s/c<) J + 

- y**/# J+ 

° i o j > * ^ , ( ^ / * > - wip'typ) - ( ^ ) ( w ^ ) - > ^ ) ( ^ ^ r 
^ - > / ? A O ) 

G i i j ( ^ K ^ / f ) - (^)y^) - ^ t ? / / 3 ) ^ / / s ) - (^)^//f/s)) 

- ^*/f)<f *//<)) + 
c

1 3 / - ( ^ ) ^ 7 / ^ ) - ( ^ ) ( ^ « / / 3 / 9 ) - {ey/f)(2M/f3) ] + 

I - tyy/*) ) J + 

c i 6 J y ^ ) ^ / ^ ) - y ^ y s ^ / i , ) - ^ ) ^ > ^ n 

- (<r*/(3){*i>//3) ) + 

- (^/VpKcnr/aO^ 



1 2 0 

c2o; 

+ 

- ( ^ A H ^ A ) ^ 

c21 ( > " ^ } ( ^ - ^ ) - ^ A ) ) - U/?) J*o-/<n*)£ 

C22 ) . - ) {*«//^} - (̂ )̂ ) - (c^? ) (ov/of )L 

( - (*p/p)(^<*/<r)§*v j + 

c 2 k f ( ^ / « < )(^/(3) - &«//*) (°<p/f) - (p/*)(«y?A-o)l 

( - (/s^A) ( ^ A ) J+ 

I - ^ A)(/5« A ) ^ 0 j 
c26 \j/^M(p-°/p) - - y^)fo</p) - (p-d) (p*/*y) 1 

( - J y S - 2 ^ ) ^ / ^ ) }+ 

j - (^/>)(°^A) J + 

( - ; ^ A ) | ^ A ) £ - j + 

{ - U/s/yi)^/^) J + 

c 3 3 J ^ A ) ( ^ / ( 9 ) - jys)(y>/ps°o - y - (^*)(^si>n 
- {ya/o){<?«//) J + 
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'3k 

'37 

!38 

'39 

%0 

%1 

%2 f 

%3 

- {^)y^y^) - yz#y) - ( ^ w j ^ J ) 
- y<r/*) (=^/r)^4+ 

- i**<)y/3//z*) - (4*7'^y^/p) - {cfs)y<s/^)~ 
- ( = ^ A ) > " * / / * ) ] + 

- y3<T/*){-f(T/(3)<£,o)+ 

- u/*/t>)y/*/o<) j+ 

^ - z{fXot)y->- 2 (^«^)^A) / ]+ 
<^0 - 2 ( ^ ) ( t ^ / / 9 / « ) - 2 (^)(y /^) } + 
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