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ABSTRACT 

T h e d a m p i n g , o f s u r f a c e w a v e s o n s h a l l o w w a t e r c a n 
be a f f e c t e d b y t h e r o u g h n e s s o f t h e c o n t a i n e r w a l l s a s w e l l 
a s b y s u r f a c t a n t l a y e r s p r e s e n t o n t h e a i r - w a t e r i n t e r f a c e . 
T h e i n c r e a s e i n t h e d a m p i n g c a u s e d b y a g r o o v e d w a v e t a n k 
b a s e h a s b e e n s t u d i e d b o t h t h e o r e t i c a l l y a n d e x p e r i m e n t a l l y . 
I n a n y e x p e r i m e n t a l i n v e s t i g a t i o n i n t o t h e e f f e c t o f s u r f a c e 
r o u g h n e s s on t h e d a m p i n g , s u r f a c t a n t s c a n o b s c u r e t h e e f f e c t s 
o f w a l l r o u g h n e s s . An e x p e r i m e n t a l t e c h n i q u e i s d e s c r i b e d 
t o e n a b l e t h e r e l a t i v e i m p o r t a n c e o f t h e s e t w o e f f e c t s t o 
be d e t e r m i n e d u n a m b i g u o u s l y . I n i t i a l l y e x p e r i m e n t s w e r e 
c o n d u c t e d w i t h t h e g r o o v e a m p l i t u d e much s m a l l e r t h a n t h e 
v i s c o u s b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s . I t was f o u n d t h a t t h e 
i n c r e a s e i n t h e d a m p i n g c a u s e d b y t h e g r o o v e d b a s e was s m a l l 
(< 5% i n c r e a s e ) . 

T h e d a m p i n g h a s a l s o b e e n s t u d i e d f o r l a r g e a m p l i t u d e 
g r o o v e s on t h e b a s e o f t h e w a v e t a n k ( d i m e n s i o n s much l a r g e r 
t h a n t h e v i s c o u s b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s ) . I t i s s h o w n 
t h e o r e t i c a l l y t h a t , f o r g r o o v e s o f t r i a n g u l a r o r a p p r o x i m a t e l y 
s i n u s o i d a l c r o s s s e c t i o n , t h e d a m p i n g i s i n c r e a s e d b y a n 
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a m o u n t p r o p o r t i o n a l t o t h e t o t a l s u r f a c e a r e a o f t h e g r o o v e d 
s u r f a c e , a n d i s i n d e p e n d e n t o f t h e d i r e c t i o n o f f l o w w i t h 
r e s p e c t t o t h e g r o o v e s . T h e t h e o r e t i c a l m o d e l a p p l i e s w hen 
t h e g r o o v e s p a c i n g a n d a m p l i t u d e a r e s m a l l c o m p a r e d t o t h e 
f l u i d d e p t h a n d w a v e l e n g t h o f t h e s u r f a c e w a v e s , b u t a r e 
l a r g e c o m p a r e d t o t h e v i s c o u s b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s . 
E x p e r i m e n t s w e r e c o n d u c t e d t o t e s t t h e s e p r e d i c t i o n s . By 
c a r r y i n g o u t o b s e r v a t i o n s on two s u r f a c e m o d e s , i t i s s h o w n 
t h a t t h e o b s e r v e d i n c r e a s e d d a m p i n g i s d u e t o t h e g r o o v e d 
s u r f a c e a l o n e a n d c a n n o t be a t t r i b u t e d t o s p u r i o u s s u r f a c t a n t 
e f f e c t s . I t was f o u n d e x p e r i m e n t a l l y t h a t t h e d a m p i n g was 
i n d e p e n d e n t o f f l o w d i r e c t i o n w i t h r e s p e c t t o t h e g r o o v e s , 
a n d t h e i n c r e a s e i n t h e d a m p i n g was s t r i c t l y p r o p o r t i o n a l 
t o t h e f r a c t i o n a l i n c r e a s e i n t h e a r e a o f t h e b a s e , i n com
p l e t e a g r e e m e n t w i t h t h e t h e o r e t i c a l p r e d i c t i o n s . 
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C h a p t e r 1 

INTRODUCTION 

T h e d a m p i n g o f s u r f a c e w a v e s o n a f l u i d c a n be 
a f f e c t e d b y s u r f a c t a n t s on t h e f r e e s u r f a c e o f t h e f l u i d , 
o r b y t h e r o u g h n e s s o f t h e c o n t a i n e r w a l l s . I n t h e p a s t , 
w a l l r o u g h n e s s h a s b e e n u s e d , w i t h l i t t l e j u s t i f i c a t i o n , 
a s a c o n v e n i e n t m e a n s o f e x p l a i n i n g d i s c r e p a n c i e s b e t w e e n 
t h e o r y a n d e x p e r i m e n t f o r t h e d a m p i n g o f s u r f a c e w a v e s 
[ C a s e a n d P a r k i n s o n , 1 9 5 7 ] . 

I n t h i s i n v e s t i g a t i o n t h e e f f e c t o f w a l l r o u g h n e s s 
o n t h e d a m p i n g o f s t a n d i n g s u r f a c e w a v e s h a s b e e n e x a m i n e d . 
T h e s u r f a c e w a v e s u s e d i n t h i s w o r k w e r e e x c i t e d b y s p a t i a l l y 
i n h o m o g e n e o u s , t i m e p e r i o d i c e l e c t r i c f i e l d s a p p l i e d n o r m a l l y 
t o t h e f r e e f l u i d s u r f a c e . I n a l l o f t h i s , w o r k t h e w a v e 
a m p l i t u d e o f t h e s u r f a c e w a v e was s u f f i c i e n t l y s m a l l s o t h a t 
l i n e a r t h e o r y c o u l d be u s e d . T h a t i s , t h e wave a m p l i t u d e 
was much s m a l l e r t h a n t h e w a v e l e n g t h o f t h e s u r f a c e m o d e . 
T h e d i m e n s i o n s o f t h e w a l l r o u g h n e s s c a n be d i v i d e d i n t o 
two r e g i m e s : l a r g e r o r s m a l l e r t h a n t h e v i s c o u s b o u n d a r y 
l a y e r t h i c k n e s s . I n P a r t A , t h e c a s e w h e r e t h e r o u g h n e s s 
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a m p l i t u d e i s s m a l l e r t h a n t h e v i s c o u s b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s 
i s e x a m i n e d . I n t h i s i n v e s t i g a t i o n a c y l i n d r i c a l w a v e t a n k 
i s u s e d . T h e r o u g h n e s s s t r u c t u r e i s c o n t r o l l e d b y i n s e r t i n g 
g r o o v e d p l a t e s on t h e b a s e o f t h e w a v e t a n k . 

We r e a l i z e d t h r o u g h t h e c o u r s e o f t h e s e e x p e r i m e n t s 
t h a t g r o o v e a m p l i t u d e s much s m a l l e r t h a n t h e v i s c o u s b o u n d a r y 
l a y e r t h i c k n e s s h a d l i t t l e e f f e c t on t h e d a m p i n g , c o n t r a r y 
t o p r e v i o u s c o n j e c t u r e [ C a s e a n d P a r k i n s o n , 1 9 5 7 ] . T h i s 
p r o m p t e d us t o e x a m i n e t h e a f f e c t on t h e d a m p i n g c a u s e d b y 
l a r g e g r o o v e s ( a >> £ ) , w h e r e a i s t h e r o u g h n e s s a m p l i t u d e , 
a n d I i s t h e v i s c o u s b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s . I n p a r t B, 
we e x a m i n e t h i s c a s e b o t h t h e o r e t i c a l l y a n d e x p e r i m e n t a l l y . 
F o r t h e s e e x p e r i m e n t s a s q u a r e w a v e t a n k i s u s e d t o s i m p l i f y 
t h e a n a l y s i s . T h e g r o o v e s t r u c t u r e was c o n t r o l l e d i n t h e 
same m a n n e r a s i n o u r i n i t i a l e x p e r i m e n t ; a g r o o v e d p l a t e 
was i n s e r t e d on t h e b o t t o m o f t h e w a v e t a n k . 

P a r t A i s c o m p o s e d o f C h a p t e r 2 a n d 3. C h a p t e r 
2 c o n s i s t s o f a n i n t r o d u c t i o n t o t h e e f f e c t s o f s u r f a c e 
r o u g h n e s s a n d s u r f a c t a n t l a y e r s o n t h e d a m p i n g . I n a d d i t i o n 
t h e d a m p i n g f r e q u e n c y i s c a l c u l a t e d f o r a w a v e t a n k b a s e 
w i t h two g r o o v e d q u a d r a n t s . C h a p t e r 3 d e s c r i b e s t h e e x p e r i 
m e n t a l s e t u p a n d r e s u l t s f o r s m a l l g r o o v e s i z e ( a < l). 

P a r t B c o n s i s t s o f C h a p t e r 4 a n d 5. C h a p t e r 4 c o n s i s t s 
o f a g e n e r a l a p p r o a c h a p p l i c a b l e f o r d e t e r m i n i n g t h e d a m p i n g 
e n h a n c e m e n t c a u s e d by g r o o v e d c o n t a i n e r w a l l s . U s i n g t h i s 
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a p p r o a c h t h e d a m p i n g f r e q u e n c y i s d e t e r m i n e d f o r some g i v e n 
g r o o v e s t r u c t u r e s . C h a p t e r 5 d e s c r i b e s t h e e x p e r i m e n t a l 
s y s t e m u s e d t o c h e c k t h e p r e d i c t i o n s o f C h a p t e r 4, a n d t h e 
e x p e r i m e n t a l r e s u l t s a r e c o m p a r e d w i t h t h e s e p r e d i c t i o n s . 
In a d d i t i o n , C h a p t e r 5 a l s o c o n s i s t s o f a d i s c u s s i o n o f t h e 
m a j o r c o n c l u s i o n s o f t h e s e i n v e s t i g a t i o n s a n d s u g g e s t i o n s 
f o r f u t u r e w o r k . 
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C h a p t e r 2 

THE E F F E C T OF S M A L L A M P L I T U D E WALL ROUGHNESS ON THE 

DAMPING OF S U R F A C E WAVES 

2.1 I n t r o d u c t i o n 

W a l l r o u g h n e s s h a s b e e n u s e d i n t h e p a s t [ C a s e a n d 
P a r k i n s o n , 1 9 5 7 ] t o e x p l a i n d i s c r e p a n c i e s b e t w e e n t h e o r y 
a n d e x p e r i m e n t f o r t h e d a m p i n g o f s u r f a c e w a v e s . C a s e a n d 
P a r k i n s o n s t u d i e d t h e d a m p i n g o f w a t e r w a v e s i n c y l i n d r i c a l 
v e s s e l s o f c i r c u l a r c r o s s s e c t i o n a n d f o u n d t h a t , f o r s h a l l o w 
w a t e r t h e d a m p i n g was a f a c t o r o f t h r e e l a r g e r t h a n t h e i r 
t h e o r e t i c a l v a l u e . T h e y a t t r i b u t e d t h i s d i s c r e p a n c y t o t h e 
s u r f a c e r o u g h n e s s o f t h e i r c y l i n d r i c a l v e s s e l s , e v e n t h o u g h 
t h e a m p l i t u d e ( d e p t h ) a o f t h e r o u g h n e s s s t r u c t u r e o f 
t h e i r v e s s e l s was s m a l l c o m p a r e d t o t h e v i s c o u s b o u n d a r y 
l a y e r t h i c k n e s s , I. I t i s d i f f i c u l t , h o w e v e r , t o e n v i s a g e 
a p h y s i c a l m e c h a n i s m w h i c h c o u l d p r o d u c e a s i g n i f i c a n t 
i n c r e a s e i n t h e d a m p i n g , i f a << I. E s s e n t i a l l y f o r l a m i n a r 
f l o w , t h e f l u i d i n c o n t a c t w i t h t h e c o n t a i n e r w a l l s i s a t 
r e s t i n a l a y e r o f t h i c k n e s s ~ I. F o r a << I no i n f o r m a t i o n 
a b o u t t h e r o u g h n e s s s t r u c t u r e s h o u l d be p r o p a g a t e d i n t o t h e 
f l u i d . A s s t a t e d p r e v i o u s l y , s u r f a c t a n t l a y e r s p r e s e n t 
on t h e a i r - w a t e r i n t e r f a c e c a n s i g n i f i c a n t l y i n c r e a s e t h e 
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d a m p i n g o f s u r f a c e w a v e s [ s e e L e v i c h , 1 9 4 1 , 1 9 6 2 ; D o r r e s t e i n , 
1 9 5 1 ; a n d P i k e a n d C u r z o n , 1 9 6 8 ] . 

S u r f a c t a n t l a y e r s o n t h e f r e e f l u i d s u r f a c e a l t e r 
t h e l a t e r a l m o b i l i t y o f t h i s s u r f a c e . On s h a l l o w f l u i d s 
t h e d a m p i n g e s s e n t i a l l y d o u b l e s a s t h e s u r f a c e b e c o m e s 
l a t e r a l l y i m m o b i l i z e d ( i . e . t h e a i r - w a t e r i n t e r f a c e i s 
c o m p l e t e l y c o v e r e d by a s u r f a c e f i l m ) [ s e e P i k e a n d C u r z o n , 
1 9 6 8 ] . 

T h e s u r f a c e f i l m c a n e s s e n t i a l l y be v i e w e d a s a 
t h i n e l a s t i c m e m b r a n e , w h i c h i s s t r e t c h e d o r c o m p r e s s e d 
b y t h e m o t i o n o f t h e f l u i d . T h i s r e s u l t s i n t h e a p p e a r a n c e 
o f a d d i t i o n a l f o r c e s a t t h e s u r f a c e w h i c h m u s t be t a k e n 
i n t o a c c o u n t i n t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s a t t h e f r e e s u r f a c e . 
S u r f a c t a n t l a y e r s on t h e t o p o f t h e f l u i d c a n a r i s e f r o m 
s u r f a c t a n t r e s i d u e s l e f t on t h e v e s s e l w a l l s w h i c h t r a v e l 
u p w a r d s t o t h e f r e e s u r f a c e , a n d t o r e s i d u e s d e p o s i t e d o n 
t h e s u r f a c e f r o m t h e a i r a b o v e i t . F o r t h e f o r m e r , t h e 
e f f e c t i s m o r e s e r i o u s f o r s h a l l o w f l u i d s , s i n c e t h e f r e e 
w a t e r s u r f a c e i s c l o s e r t o t h e c o n t a i n e r b a s e , d e c r e a s i n g 
t h e t i m e r e q u i r e d f o r s u r f a c t a n t s t o r e a c h t h e a i r w a t e r 
i n t e r f a c e . H e n c e , t h e e n h a n c e m e n t i n t h e d a m p i n g r e p o r t e d 
by C a s e a n d P a r k i n s o n c o u l d be d u e t o s u r f a c t a n t l a y e r s 
p r e s e n t o n t h e a i r - w a t e r i n t e r f a c e o r t o s u r f a c e r o u g h n e s s . 

I n t h i s i n v e s t i g a t i o n , we s e t o u t t o d e t e r m i n e 
e x p e r i m e n t a l l y t h e e f f e c t on t h e d a m p i n g o f s u r f a c e w a v e s 
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d u e t o c o n t a i n e r r o u g h n e s s s a t i s f y i n g a < £ . T h i s t a s k i s 
g r e a t l y c o m p l i c a t e d by t h e p r e s e n c e o f s u r f a c t a n t s , w h i c h 
c a n o b s c u r e r o u g h n e s s e f f e c t s . T h u s , i t i s e s s e n t i a l t o 
d e s i g n o u r e x p e r i m e n t s s o t h a t t h e s e two e f f e c t s c a n be 
s e p a r a t e d . I n t h e e x p e r i m e n t a l i n v e s t i g a t i o n u s e d t o s e p a r a t e 
t h e s e e f f e c t s , t h e d a m p i n g was s t u d i e d f o r a s l o s h i n g mode • 
e x c i t e d on s h a l l o w w a t e r i n a v e s s e l w i t h a l t e r n a t e l y 
r o u g h e n e d q u a d r a n t s o n t h e b a s e ( s e e F i g u r e 1 ) . I f t h e 
r o u g h e n e d s u r f a c e s o f t h e c o n t a i n e r do c a u s e e n h a n c e d d a m p i n g , 
t h e n t h e d a m p i n g f r e q u e n c y w i l l v a r y s i n u s o i d a l l y w i t h 9, 
w h e r e 9 i s t h e a n g l e b e t w e e n t h e n o d a l l i n e o f t h e s u r f a c e 
w a v e a n d t h e e d g e o f o n e o f t h e g r o o v e d q u a d r a n t s on t h e 
b a s e o f t h e v e s s e l ( s e e F i g u r e 1 ) . D u r i n g t h e t i m e 
r e q u i r e d f o r a s e r i e s o f m e a s u r e m e n t s t h e c o n d i t i o n o f t h e 
a i r - w a t e r i n t e r f a c e c a n c h a n g e d u e t o s u r f a c t a n t s , w h i c h 
w i l l a l t e r a. T h e s e v a r i a t i o n s i n a , h o w e v e r , w i l l n o t 
h a v e a n y a n g u l a r d e p e n d e n c e , a n d i f t h e t i m e r e q u i r e d t o 
m e a s u r e a i s s m a l l , t h e n t h e s e v a r i a t i o n s i n a d u e t o c h a n g e s 
i n s u r f a c t a n t c o n c e n t r a t i o n s h o u l d be s m a l l . In f a c t , i t 
was f o u n d t h a t a f o r a g i v e n v a l u e o f 9 c h a n g e s by l e s s 
t h a n ± 5% d u r i n g t h e t i m e r e q u i r e d t o p e r f o r m a n a n g u l a r 
s c a n o f o. H e n c e i f r o u g h e n e d s u r f a c e s do i n c r e a s e a by a 
f a c t o r o f t h r e e [ C a s e a n d P a r k i n s o n ] , t h e n i t s h o u l d be 
p o s s i b l e t o o b s e r v e a s i n u s o i d a l d e p e n d e n c e o f a o n 9 w h i c h 
i s n o t o b s c u r e d b y s u r f a c t a n t e f f e c t s . 
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F i g u r e 1. O r i e n t a t i o n o f d r i v e r e l e c t r o d e w i t h 
t h e g r o o v e d b a s e o f t h e w a v e t a n k . r e s p e c t t o 
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I n t h e n e x t s e c t i o n t h e d a m p i n g f r e q u e n c y i s 
c a l c u l a t e d f o r t h e g r o o v e d q u a d r a n t b a s e s u s e d i n t h e e x p e r i 
m e n t a l s t u d y . 

2.2 C a l c u l a t i o n o f t h e D a m p i n g F r e q u e n c y f o r a G r o o v e d B a s e 

T h e . d a m p i n g f r e q u e n c y w i l l now be c a l c u l a t e d f o r 
a s l o s h i n g mode f o r a s h a l l o w f l u i d i n a w a v e t a n k w i t h a 
p a i r o f g r o o v e d q u a d r a n t s o n t h e b a s e . T h e n o d a l l i n e o f 
t h e s u r f a c e w a v e i s i n c l i n e d a t a n a n g l e 6 t o t h e e d g e o f 
one o f t h e g r o o v e d q u a d r a n t s . - C a s e a n d P a r k i n s o n s h o w 
t h a t t h e d a m p i n g f r e q u e n c y c a n be w r i t t e n a s 

° = aW + a B + aMS ( 2 > 1 ) 

w h e r e o~g, a n d a r e t h e c o n t r i b u t i o n s m a d e , r e s p e c t i v e l y 
b y t h e w a l l s o f t h e w a v e t a n k , t h e b a s e , a n d a t t h e f l u i d 
s u r f a c e , w h i c h i s a s s u m e d t o be l a t e r a l l y m o b i l e . I n a l l 
o f o u r e x p e r i m e n t s , h o w e v e r , t h e f l u i d s u r f a c e was l a t e r a l l y 
i m m o b i l e . T h e t e r m m u s t t h e n be r e p l a c e d by o " j ^ , t h e 
l a t e r a l l y i m m o b i l e t e r m , w h e r e 

a T C : = a D C o s h 2 ( k H ) ( 2 . 2 ) 

k = w a v e n u m b e r o f t h e s u r f a c e mode 
H = f l u i d d e p t h 

[ s e e P i k e a n d C u r z o n , 1 9 6 8 ] . 
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F o r t h e c o n d i t i o n s u s e d i n t h e e x p e r i m e n t s kH << 1 
( s e e T a b l e 1 ) , a n d ~ °"g f o r a s m o o t h b a s e . T h e f l u i d 
i s s h a l l o w s o t h a t a ^ / a j 5 < < c 1 a n d t h e t e r m c a n be n e g l e c t e d . 
T h e d a m p i n g f r e q u e n c y f o r a s m o o t h b a s e i s t h e n g i v e n by 

a, = 2 a I S ( 2 . 3 ) 

T h e d a m p i n g f r e q u e n c y i s i n g e n e r a l d e p e n d e n t u p o n t h e 
i n v i s c i d f l o w v e l o c i t y on t h e c o n t a i n e r w a l l s ( s e e S e c t i o n 
4 . 2 ) a n d A p p e n d i x A ) 

a a dA ( 2 . 4 ) 

w h e r e v 0 i s t h e i n v i s c i d f l o w v e l o c i t y t a n g e n t i a l t o a s u r f a c e 
o f t h e c o n t a i n e r , a n d dA i s a n a r e a e l e m e n t o n t h e s u r f a c e . 
F o r a r o u g h e n e d s u r f a c e ( 2 . 4 ) i s i n c r e a s e d a c c o r d i n g t o C a s e 
a n d P a r k i n s o n . I t w i l l be a s s u m e d t h a t t h e r o u g h n e s s s t r u c t u r e 
f o r a < I d o e s n o t a l t e r t h e i n v i s c i d f l o w v e l o c i t y v . T h e 
d a m p i n g f r e q u e n c y f o r a r o u g h e n e d s u r f a c e c o u l d t h e n be 
g i v e n b y 

o a A' v 0
2 dA ( 2 . 5 ) 

w h e r e A' i s a c o n s t a n t , A 1 > 1 
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T a b l e 1 
E x p e r i m e n t a l C o n d i t i o n s 

F e a t u r e s o f t h e w a t e r t a n k 
D e p t h , H 
R a d i u s , R 
K i n e m a t i c v i s c o s i t y 

C h a r a c t e r i s t i c s o f ' s i o s h i n g - m o d e ' 
D i m e n s i o n l e s s w a v e n u m b e r , kR 
O s c i l l a t i o n f r e q u e n c y , f 
D a m p i n g f r e q u e n c y OQ ( s m o o t h b a s e ) 
B o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s = /v/to 

( 4 . 3 3 ± 0.01 ) cm 
( 1 5 . 0 ± 0 . 1 ) cm 
0.01 c m 2 s e c _ 1 

1 .841 2 
( 1 . 2 2 1 ± 0.001 ) Hz 
( 0 . 0 4 3 ± . 0 0 6 ) Hz 
0.36 mm 

P r o p e r t i e s o f G r o o v e d Q u a d r a n t s 
a ) 33 r . p . m . r e c o r d - g r o o v e s p a c i n g 
b) A l u m i n i u m d i s c s - g r o o v e s p a c i n g 

= 0 . 0 6 3 mm 
= 1 mm o r 3.1 mm 

( i . e . 1 / 8 " ) 
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T h e d a m p i n g f r e q u e n c y , a2 f o r t h e r o u g h e n e d q u a d r a n t s 
o n t h e b a s e w i l l now be c a l c u l a t e d u s i n g t h e a p p r o a c h u s e d 
f o r ( 2 . 5 ) , 

e+Tr/2 e+TT 

1 + ( A 1 v 0
2 ) r d r d<j> + 

c 2/o- I S 
9 + T T / 2 

v 0 r d r d(f>-

e+TT 
( 2 . 6 ) 

v r d r deb 
0 R 

w h e r e (r,<j>) a r e p o l a r c o - o r d i n a t e s o n t h e b a s e o f t h e w a v e 
t a n k a n d v 0 i s t h e t a n g e n t i a l • v e l o c i t y f o r a s l o s h i n g mode 
f o r a n i n v i s c i d f l u i d . F o r a s l o s h i n g mode 

v 0 = c o n s t a n t J i ( k r ) c o s <J> ( 2 . 7 ) 

w h e r e ^- J i ( k r ) = 0 a t r = R, t h e o u t e r e d g e o f t h e w a v e t a n k 
a r 

[ s e e C a s e a n d P a r k i n s o n ] . Now e l i m i n a t i n g v 0 f r o m e q u a t i o n 
( 2 . 6 ) a n d u s i n g e q u a t i o n ( 2 . 3 ) t o e l i m i n a t e y i e l d s 

a 2 

1 = 1/2 + 1 / 4 ( 1 + A ' ) - 1/2 u ( A ' - 1) S i n 20 ( 2 . 8 ) 

T h u s t h e d a m p i n g f r e q u e n c y s h o u l d v a r y s i n u s o i d a l l y w i t h 6 

f o r t h e b a s e c o n s i d e r e d , i f r o u g h n e s s s a t i s f y i n g a < I d o e s 
e n h a n c e t h e d a m p i n g . 
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Th e e x p r e s s i o n s f o r a n d f o r a c y l i n d r i c a l w a v e 
t a n k w e r e d e r i v e d by C a s e a n d P a r k i n s o n . T h e y a r e 

k c o s e c h ( 2 k H ) ( 2 . 9 ) 

0 3 S U V 

2R 
1 + ( s / k R ) 2 2kH 
1 - ( s / k R ) 2 " s i n h ( 2 k H ) ( 2 . 1 0 ) 

w h e r e R i s t h e r a d i u s o f t h e wave t a n k , k i s t h e wave n u m b e r 
o f t h e s u r f a c e mode, H i s t h e f l u i d d e p t h , a n d OJ«~J i s t h e 
f r e q u e n c y c h a r a c t e r i z i n g t h e s u r f a c e m o d e . T h e w ^ y ' s a r e 
g i v e n b y 

oo s u
2 = 9 k $ u t a n h ( k $ u H) ( 2 . 1 1 ) 

f o r s u r f a c e g r a v i t y w a v e s . * T h e k s u s a t i s f y 

J s ' ( k s u R) = 0 ( 2 . 1 2 ) 

F o r t h e s l o s h i n g mode S = U = 1. T h e e x p l i c i t f o r m s f o r 
a^j a n d Og a r e m e n t i o n e d s i n c e a c o m p a r i s o n b e t w e e n p r e d i c t e d 
a ( l a t e r a l l y m o b i l e o r i m m o b i l e ) a n d e x p e r i m e n t a l o d e t e r m i n e s 
t h e c o n d i t i o n o f t h e t o p s u r f a c e o f t h e f l u i d . 

Note t ha t e q u a t i o n ( 2 . 1 1 ) i s the g e n e r a l d i s p e r s i o n 
r e l a t i o n f o r g r a v i t y waves . For an unbounded sys tem t h e r e i s 
o f c o u r s e no r e s t r i c t i o n s on the v a l u e s o f the wave number. 



C h a p t e r 3 

DAMPING E X P E R I M E N T S FOR SMALL ROUGHNESS A M P L I T U D E 

3.1 E x p e r i m e n t a l S e t - u p 

When s t u d y i n g t h e d a m p i n g o f s u r f a c e w a v e s e i t h e r 
t e m p o r a l o r s p a t i a l d a m p i n g c a n be c o n s i d e r e d . T e m p o r a l 
d a m p i n g i n v o l v e s t h e u s e o f s t a n d i n g w a v e s , w h i l e t r a v e l l i n g 
w a v e s a r e u s e d f o r s p a t i a l d a m p i n g . T h r o u g h o u t o u r e x p e r i 
m e n t a l i n v e s t i g a t i o n s t e m p o r a l d a m p i n g h a s b e e n c o n s i d e r e d . 
T h e r e a r e t h r e e m a j o r a d v a n t a g e s t o t h i s a p p r o a c h . When a 
s t a n d i n g w a v e s y s t e m i s c o n s i d e r e d , i t i s p o s s i b l e t o d r i v e 
t h e s y s t e m r e s o n a n t l y t o o b t a i n a p u r e s u r f a c e m o d e , w i t h a n 
a m p l i t u d e t h a t c a n e a s i l y be d e t e c t e d . T h e wave a m p l i t u d e 
d e t e c t o r f o r s u c h a s y s t e m c a n be a t a f i x e d p o s i t i o n a n d 
o n l y o n e d e t e c t o r i s r e q u i r e d . S p a t i a l d a m p i n g r e q u i r e s 
w a v e t a n k d i m e n s i o n s o f a t l e a s t t h e o r d e r o f t h e d a m p i n g 
l e n g t h , w h i c h i s much l a r g e r t h a n t h e w a v e l e n g t h o f t h e 
s u r f a c e m o d e . T h i s n e c e s s i t a t e s l a r g e s y s t e m s , w h i c h i s n o t 
t h e c a s e f o r t e m p o r a l d a m p i n g . 

T h e g e o m e t r y o f t h e w a v e t a n k i s s h o w n i n F i g u r e 2. 
T h e t a n k i s made f r o m a s e c t i o n o f a n o l d g l a s s b e l l j a r w i t h 
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a x i s 

! 
e l e c t r o d e J 

w a t e r i— w a t e r i 
I 

F i g u r e 2. C r o s s - s e c t i o n o f t h e c i r c u l a r w a v e t a n k . 
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t h e e n d s g r o u n d p a r a l l e l t o e a c h o t h e r . T h e l o w e r e n d o f 
t h e t a n k i s s e a l e d t o a c o p p e r s h e e t b y a s i l i c o n e a d h e s i v e 
on t h e o u t s i d e s u r f a c e o f t h e t a n k . T h e c o p p e r s h e e t i s 
m o u n t e d on a c o n v e n t i o n a l l e v e l l i n g t a b l e f i t t e d w i t h t h r e e 
a d j u s t a b l e l e g s . T h e d e p t h o f w a t e r i n t h e t a n k c a n be 
m e a s u r e d a t a n y l o c a t i o n by a m i c r o m e t e r d e p t h g a u g e . T h i s 
d e v i c e , t o g e t h e r w i t h t h e t h r e e a d j u s t a b l e l e g s , e n a b l e s 
t h e f r e e s u r f a c e o f t h e f l u i d t o be a l i g n e d p a r a l l e l t o t h e 
b a s e o f t h e wave t a n k t o a n a c c u r a c y o f a p p r o x i m a t e l y 0.04 cm. 

T h e w a v e s a r e e x c i t e d b y a h o r i z o n t a l e l e c t r o d e 
m o u n t e d a b o v e t h e f l u i d s u r f a c e ( F i g u r e 2 ) . T h e e l e c t r o d e 
i s made f r o m a h e x a g o n a l p i e c e o f p r i n t e d c i r c u i t b o a r d 
w i t h a 1.4 cm w i d e s t r i p o f c o p p e r r e m o v e d f r o m o n e d i a m e t e r . 
A v e r t i c a l v a n e i s m o u n t e d b e l o w t h e e l e c t r o d e a l o n g a 
d i a m e t e r a t r i g h t a n g l e s t o t h e i n s u l a t i n g s t r i p . T h e v a n e 
s u p p r e s s e s s p u r i o u s s l o s h i n g m o d e s w h i c h c a u s e d some p r o b l e m s 
i n o u r e a r l y e x p e r i m e n t s ( s e e D i s c u s s i o n ) . 

T h e e l e c t r o d e j u s t f i t s i n s i d e t h e w a v e t a n k a n d 
i s s u s p e n d e d f r o m a l u c i t e f r a m e w h i c h i s f i x e d a c r o s s t h e 
t o p o f t h e t a n k . T h e s u s p e n s i o n s y s t e m c o n s i s t s o f t h r e e 
s p r i n g l o a d e d m i c r o m e t e r s m o u n t e d a t t h e v e r t i c e s o f a n 
e q u i l a t e r a l t r i a n g l e ( F i g u r e 3 ) . A f t e r t h e t a n k i s l e v e l , 
t h r e e i d e n t i c a l g a u g e p i n s a r e p l a c e d on t h e b o t t o m a n d t h e 
m i c r o m e t e r s a r e a d j u s t e d u n t i l t h e e l e c t r o d e j u s t r e s t s o n 
t h e p i n s . T h e f r a m e a n d e l e c t r o d e a r e t h e n r e m o v e d s o t h a t 
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F i g u r e 3. M o u n t i n g s y s t e m f o r t h e d r i v e r e l e c t r o d e . 
( a ) P l a n v i e w o f m i c r o m e t e r s u p p o r t f r a m e . 
( b ) T h e m i c r o m e t e r l e v e l l i n g s y s t e m . 
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t h e m e t a l g a u g e p i n s c a n be t a k e n o u t o f t h e t a n k . When 
t h e e l e c t r o d e a n d h o l d e r a r e r e p l a c e d , c h e c k s w i t h a 
t r a v e l l i n g m i c r o s c o p e show t h a t t h e e l e c t r o d e a n d w a t e r 
s u r f a c e a r e s p a c e d by a c o n s t a n t d i s t a n c e o f ~ 1 cm ± 0.1 mm. 

T h e e l e c t r o d e p l a t e c a n be r o t a t e d a b o u t a v e r t i c a l 
a x i s , a n d a n g u l a r p o s i t i o n c a n be m e a s u r e d t o a n a c c u r a c y 
o f ± 1 ° w i t h a p r o t r a c t o r s c a l e f i x e d a r o u n d t h e u p p e r e d g e 
o f t h e w a v e t a n k . By a p p l y i n g a t i m e d e p e n d e n t h i g h v o l t a g e 
t o o n e - h a l f o f t h e e l e c t r o d e s l o s h i n g m o d e s c a n be e x c i t e d 
on t h e w a t e r s u r f a c e . T h e n o d a l l i n e o f t h e w a v e i s a l o n g 
t h e i n s u l a t e d d i a m e t e r o f t h e e l e c t r o d e , w h i c h c a n be s e t 
a t a n y c o m p a s s d i r e c t i o n by r o t a t i n g t h e p l a t e a b o u t i t s 
v e r t i c a l a x i s . T h e f r e q u e n c y o f t h e h i g h v o l t a g e w a v e f o r m 
i s a d j u s t e d t o r e s o n a t e w i t h t h e s l o s h i n g mode (~ 1.22 Hz 
i n o u r e x p e r i m e n t ) . T h i s r e s u l t i s a p p r o x i m a t e l y d e t e r m i n e d 
f r o m e q u a t i o n ( 2 . 1 1 ) , w h e r e k s a t i s f i e s e q u a t i o n ( 2 . 1 2 ) . 
T h e s l o s h i n g mode c o n s i d e r e d i s t h e f u n d a m e n t a l a n d f o r t h i s 
kR = 1 . 8 4 . T h e d i s p e r s i o n r e l a t i o n g i v e n by ( 2 . 1 1 ) i s n o t 
c o m p l e t e l y c o r r e c t when an e l e c t r i c f i e l d i s a p p l i e d n o r m a l l y 
t o t h e s u r f a c e ; t h e r e i s a s m a l l a d d i t i o n a l t e r m i n t h e 
d i s p e r s i o n r e l a t i o n p r o p o r t i o n a l t o - E 2 ( w h e r e E = e l e c t r i c 
f i e l d ) ( s e e I o n i d e s t h e s i s ) . T h i s s h i f t s t h e r e s o n a n t 
f r e q u e n c y by a s m a l l a m o u n t . O n c e t h e E f i e l d i s s h u t o f f , 
h o w e v e r , t h e s u r f a c e m o d e s o s c i l l a t e a t t h e n a t u r a l f r e q u e n c y 
g i v e n by e q u a t i o n ( 2 . 1 1 ) . T h e f o r m o f t h e h i g h v o l t a g e 
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w a v e f o r m u s e d i s g i v e n by V = V 0 ( l + c o s o j t ) ^ . T h e H.V. 
w a v e f o r m g e n e r a t o r e s s e n t i a l l y c o n s i s t s o f a r o t a r y s w i t c h 
w i t h a p p r o p r i a t e r e s i s t o r n e t w o r k s t o p r o d u c e t h e w a v e f o r m 
g i v e n a b o v e . C o m p l e t e d e t a i l s o f t h i s g e n e r a t o r a r e g i v e n 
i n [ I o n i d e s T h e s i s , 1 9 7 2 ] a n d [ P h i l l i p s a n d C u r z o n , 1 9 7 3 ] 
a n d w i l l n o t be s t a t e d h e r e . 

The maximum v o l t a g e u s e d i s 5KV, w h i c h p r o d u c e s 
a w a v e a m p l i t u d e o f ~ 2 mm on t h e w a t e r s u r f a c e . T h e wave 
a m p l i t u d e i s o b s e r v e d w i t h a m i c r o s c o p e ( m a g n i f i c a t i o n x 3 5 ) 
f o c u s e d on t h e a i r w a t e r i n t e r f a c e a t a d i s t a n c e o f - 2 cm 
i n f r o m t h e w a l l o f t h e w a v e t a n k . T h e m i c r o s c o p e c a n be 
d i s p l a c e d h o r i z o n t a l l y t o e n s u r e t h a t i t i s n e v e r f o c u s e d 
on t h e w a t e r s u r f a c e a l o n g a n o d a l l i n e . T h e e y e p i e c e o f 
t h e m i c r o s c o p e i s f i t t e d w i t h a p h o t o r e s i s t o r . A n o t h e r 
p h o t o r e s i s t o r m o n i t o r s a c o n s t a n t l i g h t s o u r c e b e h i n d t h e w a v e 
t a n k u s e d t o i l l u m i n a t e t h e t a n k ( s e e F i g u r e 4 ) . A f t e r 
p r o c e s s i n g o f t h e s e two s i g n a l s ( s e e F i g u r e 5 ) , t h e y a r e 
a p p l i e d t o a d i f f e r e n t i a l a m p l i f i e r ( T e k t r o n i x s t o r a g e 
o s c i l l o s c o p e ( 5 4 9 ) e q u i p p e d w i t h a 1A2 d i f f e r e n t i a l a m p l i f i e r ) . 
T h i s p r o c e d u r e e l i m i n a t e s n o i s e s i g n a l s common t o b o t h i n p u t s . 
F o r c o m p l e t e d e t a i l s o f t h i s m e a s u r i n g s y s t e m s e e [ I o n i d e s , 
1 9 7 2 ; C u r z o n a n d P h i l l i p s , 1 9 7 3 ] . 

T h e g r o o v e d s u r f a c e on t h e b a s e o f t h e w a v e t a n k 
i s p r o d u c e d b y i n s e r t i n g s u i t a b l y g r o o v e d d i s c s a n d t a p i n g 
t h e m down t o t h e b a s e o f t h e t a n k w i t h v i n y l t a p e . T h i s 
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F i g u r e 4. P l a n v i e w o f t h e o p t i c a l d e t e c t i o n s y s t e m . 
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F i g u r e 5. P h o t o r e s i s t o r d e t e c t i o n c i r c u i t . ( a ) C i r c u i t 

o f o n e o f t h e p h o t o r e s i s t o r d e t e c t o r s , 
( b ) D i f f e r e n t i a l p h o t o r e s i s t o r n e t w o r k . 
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p r o c e d u r e i s n e c e s s a r y i n o r d e r t o p r e v e n t a n o m a l o u s w a v e 
d a m p i n g c a u s e d by s e e p a g e o f w a t e r u n d e r t h e g r o o v e d d i s c 
( s e e D i s c u s s i o n ) . 

A n u m b e r o f d i f f e r e n t g r o o v e d d i s c s w e r e u s e d 
i n t h e s e e x p e r i m e n t s . I n a l l c a s e s t h e g r o o v e a m p l i t u d e 
was s m a l l e r o r a t l e a s t ~ b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s I. F o r 
s m a l l g r o o v e w i d t h s a n d a m p l i t u d e s we u s e d p h o n o g r a p h 
r e c o r d s ( 3 3 r . p . m . ) . T h e g r o o v e s o f a p a i r o f o p p o s i t e 
q u a d r a n t s w e r e e l i m i n a t e d by v a r n i s h i n g t h e s e r e g i o n s . F o r 
g r o o v e w i d t h s l a r g e r t h a n ~ 0.5 mm we c u t c o n c e n t r i c g r o o v e s 
on a n a l u m i n u m p l a t e (~ 5 mm t h i c k ) , u s i n g a l a t h e . G r o o v e s 
i n two o p p o s i t e q u a d r a n t s w e r e r e m o v e d , u s i n g a m i l l i n g 
m a c h i n e . 

T o p e r f o r m t h e e x p e r i m e n t , s u r f a c e w a v e s w e r e 
e x c i t e d w i t h t h e w a v e g e n e r a t i o n e l e c t r o d e . O n c e t h e w a v e 
a m p l i t u d e h a s s t a b i l i z e d , t h e g e n e r a t o r was s w i t c h e d o f f , 
a n d t h e d e c a y o f w a v e a m p l i t u d e was o b s e r v e d on t h e s t o r a g e 
o s c i l l o s c o p e . By j u d i c i o u s l y c h a n g i n g t h e g a i n o f t h e 
o s c i l l o s c o p e a m p l i f i e r d u r i n g t h e c o u r s e o f t h e d e c a y , t h e 
s i g n a l c o u l d be k e p t l a r g e e n o u g h t o e n s u r e a c c u r a t e m e a s u r e 
m e n t . T h e d a m p i n g f r e u q e n c y was d e t e r m i n e d f r o m t h e s l o p e 
o f t h e l o g a r i t h m i c p l o t o f t h e w a v e a m p l i t u d e a s a f u n c t i o n 
o f t i m e . 
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3 . 2 E x p e r i m e n t a l R e s u l t s 

E x p e r i m e n t s w e r e i n i t i a l l y c o n d u c t e d t o d e t e r m i n e 
t h e d a m p i n g f r e q u e n c y f o r a s l o s h i n g mode w i t h a s m o o t h b a s e . 
T h i s was d o n e t o d e t e r m i n e t h e c o n d i t i o n o f t h e t o p s u r f a c e 
o f t h e f l u i d . I t was f o u n d e x p e r i m e n t a l l y t h a t a 0 = 0 . 0 4 3 
± 0 . 0 0 6 s e c " ' 1 , - w h e r e - a o i s t h e d a m p i n g f r e q u e n c y f o r a s m o o t h 
b a s e . T h e r e was q u i t e a l a r g e v a r i a t i o n i n a f r o m r u n t o 
r u n , d e p e n d i n g o n t h e c o n d i t i o n o f t h e d i s t i l l e d w a t e r . 
T h i s r e s u l t c o m p a r e d f a v o u r a b l y w i t h t h e p r e d i c t e d l a t e r a l l y 
i m m o b i l e r e s u l t f o r a . U s i n g e q u a t i o n s ( 2 . 2 ) , ( 2 . 9 ) , a n d 
( 2 . 1 0 ) , t h i s p r e d i c t e d r e s u l t was a = 0 . 0 4 5 6 , f o r t h e 
e x p e r i m e n t a l c o n d i t i o n s g i v e n i n T a b l e 1. T h u s t h e f l u i d 
s u r f a c e u s e d i n o u r e x p e r i m e n t s was l a t e r a l l y i m m o b i l e . 

E x p e r i m e n t s w e r e t h e n c o n d u c t e d t o d e t e r m i n e 
t h e d a m p i n g f r e q u e n c y f o r a s l o s h i n g mode w i t h a g r o o v e d 
d i s c , a s d e s c r i b e d i n S e c t i o n ( 3 . 1 ) , s e c u r e d o n t h e b o t t o m 
o f t h e w a v e t a n k . W i t h s u c h a b a s e , a c c o r d i n g t o o u r c a l 
c u l a t i o n i n S e c t i o n ( 2 . 2 ) , t h e d a m p i n g f r e q u e n c y s h o u l d v a r y 
s i n u s o i d a l l y w i t h 0, w h e r e 0 i s t h e a n g l e b e t w e e n t h e n o d a l 
l i n e o f t h e s l o s h i n g mode a n d a n e d g e o f t h e g r o o v e d q u a d r a n t 
( s e e F i g u r e 1 ) . 

I n o u r e a r l y e x p e r i m e n t s we o b s e r v e d t h a t a v a r i e d 
w i t h 0 ( l a r g e v a r i a t i o n s up t o - 2 a 0 ) , a n d t h u s we t h o u g h t 
we h a d e s t a b l i s h e d a n e f f e c t a t t r i b u t a b l e t o s u r f a c e r o u g h n e s s . 
T h i s t u r n e d o u t , h o w e v e r , n o t t o be t h e c a s e . T h e v a r i a t i o n 
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i n a w i t h 0 was i n f a c t c a u s e d by e i t h e r w a t e r g e t t i n g 
u n d e r t h e g r o o v e d b a s e o r t h e e x c i t a t i o n a n d i n t e r a c t i o n o f 
s p u r i o u s m o d e s . T h e s e e p a g e o f w a t e r u n d e r c e r t a i n p a r t s 
o f t h e d i s c w o u l d r e s u l t i n e n h a n c e d d a m p i n g when t h e f l o w 
v e l o c i t y was a t a maximum o v e r t h e s e r e g i o n s . When t h e f l o w a 

d i r e c t i o n was v a r i e d , t h e e n h a n c e m e n t w o u l d a l s o v a r y , 
r e s u l t i n g i n a n a n g u l a r v a r i a t i o n i n a. 

I n o u r e a r l y e x p e r i m e n t s ( w i t h o u t t h e v a n e p r e s e n t ) 
i t was n o t e d f o r c e r t a i n f l o w d i r e c t i o n s t h a t t h e r e was a n 
i n c r e a s e i n w a v e a m p l i t u d e a f t e r a n i n i t i a l d e c a y p e r i o d , 
f o l l o w i n g t h e r e m o v a l o f t h e e l e c t r i c f i e l d . T h i s b e h a v i o u r 
was d u e t o t h e i n t e r a c t i o n o f s p u r i o u s m o d e s ( s e e D i s c u s s i o n ) . 
When t h e v a n e , d e s c r i b e d p r e v i o u s l y , was u s e d t h e i n c r e a s e 
i n t h e a m p l i t u d e o f a n i n i t i a l l y d e c a y i n g w a v e , was e l i m i n a t e d . 
D a m p i n g r u n s w e r e c o n d u c t e d w i t h d i f f e r e n t g r o o v e d b a s e s 
a s w e l l a s w i t h a s m o o t h b a s e . T y p i c a l o s c i l l o s c o p e o u t p u t s 
d i s p l a y i n g w a v e a m p l i t u d e a s a f u n c t i o n o f t i m e a r e s h o w n i n 
F i g u r e ( 6 - 9 ) . I n F i g u r e s ( 1 0 - 1 3 ) t h e l o g a r i t h m i c p l o t s 
o f w a v e a m p l i t u d e a s a f u n c t i o n o f t i m e f o r t h e v a r i o u s b a s e s 
a r e g i v e n . I n F i g u r e ( 1 4 - 1 7 ) t h e d a m p i n g f r e q u e n c y a i s 
p l o t t e d a s a f u n c t i o n o f 0 f o r e a c h b a s e ( s m o o t h a l u m i n u m 
b a s e , 33 r . p . m . r e c o r d w i t h two s m o o t h v a r n i s h e d q u a d r a n t s , 
a n d g r o o v e d a l u m i n u m p l a t e w i t h two s m o o t h q u a d r a n t s ) . 

T h e r e s u l t s f o r t h e s m o o t h a l u m i n u m b a s e s h o w t h a t 
t h e w a v e t a n k d o e s n o t p o s s e s s a n y d i r e c t i o n a l d a m p i n g 
p r o p e r t i e s . We a l s o f i n d no s i n u s o i d a l v a r i a t i o n i n a w i t h 0 
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F i g u r e 6. D a m p i n g r u n s f o r a s m o o t h a l u m i n u m b a s e ( h o r i 
z o n t a l s c a l e 5 s e c / d i v ) . 

( a ) e = 0 ° ( v e r t . 0 . 2 , 0 . 1 ' a n d 0.05 v / d i v ) 

( b ) 6 = 4 5 ° ( v e r t . 0 . 2 , 0.1 a n d 0.05 v / d i v ) 

( c ) 0 = 9 0 ° ( v e r t . 0 . 5 , 0.2 a n d 0.1 v / d i v ) 





2 5a 

F i g u r e 7. D a m p i n g r u n s f o r a g r o o v e d a l u m i n u m b a s e ( h o r i 
z o n t a l 5 s e c / d i v ) . 

( a ) 6 = 0 ° ( v e r t . 0 . 5 , 0.2 a n d 0.1 v / d i v ) 

( b ) 9 = 4 5 ° ( v e r t . 0 . 5 , 0.2 a n d 0.1 v / d i v ) 

( c ) 6 = 9 0 ° ( v e r t . 0 . 2 , 0.1 a n d 0.05 v / d i v ) 
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2 6 a 

F i g u r e 8. D a m p i n g r u n s f o r 33 r . p . m . r e c o r d u s e d a s a b a s e 
( h o r i z o n t a l 5 s e c / d i v ) . 

( a ) 8 = 0 ° ( v e r t . 0 . 2 , 0 . 1 , 0.05 v / d i v ) 

( b ) 8 = 3 0 ° ( v e r t . 0 . 2 , 0 . 1 , 0.05 v / d i v ) 

( c ) 8 = 6 0 ° ( v e r t 0 . 5 , 0 . 2 , 0 . 1 , 0.05 v / d i v ) 

( d ) 8 = 9 0 ° ( v e r t . 0 . 2 , 0 . 1 , 0.05 v / d i v ) 





D a m p i n g r u n s f o r a g r o o v e d a l u m i n u m b a s e ( c o n 
t a m i n a t e d s u r f a c e ) . 

( v e r t . 0 . 2 , 0 . 1 , a n d 0.05 v / d i v , h o r i z o n t a l 
5 s e c / d i v ) . 

( a ) 6 = 0 ° 
( b ) 9 = 4 5 ° 
( c ) 0 = 9 0 ° 
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LN A 

TIME seconds 
F i g u r e 1 0 . T h e l o g a r i t h m o f w a v e a m p l i t u d e v s t i m e f o r a s m o o t h b a s e . 
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LIM A 

TIME seconds 
F i g u r e 1 3 . T h e l o g a r i t h m o f w a v e a m p l i t u d e v s t i m e f o r a g r o o v e d a l i m i n u m b a s e 

( c o n t a m i n a t e d s u r f a c e ) . 
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F i g u r e 14. D a m p i n g f r e q u e n c e v s 6 ( s m o o t h b a s e ) . 
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F i g u r e 1 5 . D a m p i n g f r e q u e n c y v s 0 ( g r o o v e d a l u m i n u m b a s e ) . 
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F i g u r e 1 6 . D a m p i n g f r e q u e n c y v s 0 ( 3 3 r . p . m . r e c o r d u s e d a s a b a s e ) 
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( g r o o v e d a l u m i n u m b a s e , c o n t a m i n a t e d s u r f a c e ) . 
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f o r t h e o t h e r two g r o o v e d b a s e s , a s c a n be s e e n f r o m 
F i g u r e s ( 1 0 - 1 3 ) . F o r b o t h o f t h e s e b a s e s a/i < 1, a n d f o r 
t h i s r e g i m e we f i n d no s i g n i f i c a n t e n h a n c e m e n t i n t h e d a m p i n g 
o v e r t h a t f o r a s m o o t h b a s e , a s w e l l a s no v a r i a t i o n i n 
a w i t h 6. 

T h e d a m p i n g f r e q u e n c y a s a f u n c t i o n o f 8 f o r a 
" d i r t y " s u r f a c e u s i n g t h e g r o o v e d a l u m i n u m p l a t e i s s h o w n 
i n F i g u r e ( 1 7 ) . T h e w a t e r was l e f t i n t h e t a n k f o r a f e w 
d a y s a n d t h e n t h e s e d a m p i n g r u n s w e r e p e r f o r m e d . T h e m a g n i 
t u d e o f t h e d a m p i n g f r e q u e n c y h a s i n c r e a s e d , b u t a g a i n i t 
e x h i b i t s no a n g u l a r v a r i a t i o n . 

3.3 D i s c u s s i o n 

C a s e a n d P a r k i n s o n ( 1 9 5 7 ) c l a i m t h a t c o n t a i n e r 
" r o u g h n e s s w h o s e d e p t h was s m a l l c o m p a r e d t o t h e b o u n d a r y 
l a y e r t h i c k n e s s h a d a r e m a r k a b l y l a r g e e f f e c t " on t h e d a m p i n g 
o f s u r f a c e w a v e s . T h e y f o u n d e x p e r i m e n t a l l y v a l u e s o f o 

t h r e e t i m e s l a r g e r t h a n t h a t p r e d i c t e d by t h e o r y f o r a d p e t h 
t o r a d i u s r a t i o o f < 1 . 5 . C a s e a n d P a r k i n s o n a s s u m e d i n 
t h e i r t h e o r y a l a t e r a l l y m o b i l e s u r f a c e l a y e r a t t h e a i r -
w a t e r i n t e r f a c e . W i t h t h i s a s s u m p t i o n t h e e n e r g y d i s s i p a t i o n 
i n t h e t o p s u r f a c e i s n e g l i g i b l e c o m p a r e d t o t h a t o f t h e b a s e 
a n d w a l l s o f t h e t a n k . I n o u r e x p e r i m e n t s w i t h a s m o o t h 
b a s e we f o u n d g o o d a g r e e m e n t b e t w e e n e x p e r i m e n t a n d t h e o r y , 
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a s s u m i n g a l a t e r a l l y i m m o b i l e t o p s u r f a c e . A l a t e r a l l y 
i m m o b i l e s u r f a c e e s s e n t i a l l y d o u b l e s t h e d a m p i n g f o r s h a l l o w 
f l u i d s . 

T o p r e p a r e a l a t e r a l l y m o b i l e t o p s u r f a c e r e q u i r e s 
e x t r e m e c a r e a n d i t i s r e a s o n a b l e t o a s s u m e C a s e a n d P a r k i n s o n 
d i d n o t h a v e s u c h a t o p s u r f a c e . T h i s r e d u c e s t h e i r d i s -
c r e p e n c y b e t w e e n e x p e r i m e n t a n d t h e o r y t o a f a c t o r o f 1 . 5 . 
I n o u r e x p e r i m e n t s we u s e d d e p t h t o r a d i u s r a t i o s o f 0.2 
a n d we s h o u l d h a v e c e r t a i n l y s e e n e v e n l a r g e r e f f e c t s ( d i s -
c r e p e n c y b e t w e e n t h e o r y a n d e x p e r i m e n t ) , b a s e d o n C a s e a n d 
P a r k i n s o n ' s c o n j e c t u r e . O u r e x p e r i m e n t a l r e s u l t s do n o t 
a g r e e w i t h C a s e a n d P a r k i n s o n ' s c o n t e n t i o n t h a t f o r s h a l l o w 
f l u i d s s u r f a c e r o u g h n e s s ( e v e n w i t h a / £ < 1) c a n d r a s t i c a l l y 
i n c r e a s e d a m p i n g . 

We f o u n d f o r t h e g r o o v e d b a s e s c o n s i d e r e d t h a t t h e 
v a r i a t i o n i n d a m p i n g was o n l y o f t h e o r d e r o f < ± 5% d i f f e r e n t 
f r o m t h a t f o r a s m o o t h b a s e . I f C a s e a n d P a r k i n s o n ' s c o n 
t e n t i o n t h a t s u r f a c e r o u g h n e s s was r e s p o n s i b l e f o r t h e 
d a m p i n g e n h a n c e m e n t was v a l i d , t h e n f o r o u r m o d e l ( o p p o s i t e l y 
g r o o v e d q u a d r a n t s ) , A 1 w o u l d be e q u a l t o 3. 

S u b s t i t u t i n g t h i s i n e q u a t i o n ( 2 . 8 ) r e s u l t s i n a 
v a r i a t i o n o f 2 0 % i n o 2 / o i , a n d t h i s v a r i a t i o n w o u l d be 
s i n u s o i d a l i n n a t u r e . T h i s v a r i a t i o n i s much l a r g e r t h a n 
t h a t f o u n d i n o u r e x p e r i m e n t s ~ < ± 7% d i f f e r e n c e b e t w e e n 
s m o o t h a n d g r o o v e b a s e r e s u l t s . F o r b o t h t h e 33 r . p . m . 
r e c o r d a n d t h e g r o o v e d a l u m i n u m p l a t e , a d o e s n o t p o s s e s s 
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a s i n u s o i d a l d e p e n d e n c e on 0 ( s e e F i g u r e s 1 5 - 1 6 ) a s p r e 
d i c t e d by e q u a t i o n ( 2 . 8 ) . 

T h e d a m p i n g f r e q u e n c y i n t h e s e r u n s d o e s p o s s e s s 
an. a n g u l a r v a r i a t i o n ( n o t s i n u s o i d a l i n n a t u r e ) , b u t t h e s e 
v a r i a t i o n s (~ ± 8%) a r e much s m a l l e r t h a n t h a t e x p e c t e d d u e 
t o C a s e a n d P a r k i n s o n ' s c o n j e c t u r e . I t was a l s o d i s c o v e r e d 
t h a t t h e r e was no s y s t e m a t i c b e h a v i o u r t o t h e s e v a r i a t i o n s . 
E v e r y a n g u l a r s c a n o f t h e d a m p i n g f r e q u e n c y w o u l d r e s u l t 
i n a d i f f e r e n t a n g u l a r v a r i a t i o n . T h e s e v a r i a t i o n s i n o w i t h 
0 a r e , i n f a c t , d u e t o s u r f a c t a n t s on t h e f r e e f l u i d s u r f a c e . 

A s m e n t i o n e d p r e v i o u s l y , s u r f a c t a n t s make i t 
d i f f i c u l t t o e s t a b l i s h t h e e f f e c t on wa v e d a m p i n g c a u s e d 
by r o u g h e n e d s u r f a c e s . T h e v a l u e o f t h e d a m p i n g f r e q u e n c y 
was e x t r e m e l y s e n s i t i v e t o t h e c o n d i t i o n s o f t h e d i s t i l l e d 
w a t e r u s e d i n t h e e x p e r i m e n t s a s w e l l a s t o c o n t a m i n a n t s 
p r e s e n t on t h e g r o o v e d b a s e . V a r i a t i o n s i n a f r o m d a y t o 
d a y , d e p e n d i n g on t h e s e c o n d i t i o n s , w e r e a s h i g h a s 3 0 % . 
W h i l e t h e v a l u e o f t h e d a m p i n g f r e q u e n c y v a r i e d f o r d i f f e r e n t 
r u n s , t h e d a m p i n g f r e q u e n c y f o r a n y o n e r u n d i d n o t e x h i b i t 
a n y s i n u s o i d a l a n g u l a r d e p e n d e n c e . T o d e t e r m i n e a a s a 
f u n c t i o n o f 0 ( 0 ° < 6 < 1 8 0 ° ) t a k e s a b o u t o n e h o u r a n d d u r i n g 

It w i l l be n o t e d t h a t the l o g a r i t h m i c p l o t s o f 
wave a m p l i t u d e v e r s u s t ime a r e e x c e l l e n t s t r a i g h t l i n e s (as 
good as t h o s e o b t a i n e d by l o n i d e s . T h i s i n d i c a t e s we a r e 
d e a l i n g w i t h a s i n g l e s u r f a c e mode and we a r e o p e r a t i n g in a 
r e g i m e where l i n e a r t h e o r y i s a p p l i c a b l e . 
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t h i s t i m e f l u c t u a t i o n s i n t h e v a l u e s o f a a t a n y g i v e n 
v a l u e o f 0 a r e ~ < 5%. T h e d a m p i n g f r e q u e n c y ( d e t e r m i n e d 
by l e a s t s q u a r e s f i t ) h a s a t y p i c a l e r r o r o f l e s s t h a n 1%, 
so t h a t t h e s e v a r i a t i o n s c a n n o t be e x p l a i n e d by t h e u n c e r t a i n t y 
o f o u r e x p e r i m e n t a l r e s u l t s . H e n c e t h e s e v a r i a t i o n s i n a 
a r e " r e a l " v a r i a t i o n s . S i n c e t h e y p o s s e s s no s y s t e m a t i c 
a n g u l a r d e p e n d e n c e , t h e y c a n n o t be t h e r e s u l t o f t h e o p p o s i t e l y 
g r o o v e d q u a d r a n t s o f t h e b a s e . T h e v a r i a t i o n s i n a w i t h 9 
s e e n i n F i g u r e ( 1 4 - 1 7 ) , m u s t t h e n be t h e r e s u l t o f s u r f a c t a n t s 
p r e s e n t on t h e f r e e s u r f a c e o f t h e f l u i d a n d on t h e g r o o v e d 
b a s e . 

A s m e n t i o n e d p r e v i o u s l y we o b s e r v e d a s p u r i o u s 
d e p e n d e n c e o f a o n 9 i n a w a v e t a n k w h e r e t h e e l e c t r o d e 
h a d no v e r t i c a l v a n e u n d e r i t . F o r c e r t a i n v a l u e s o f 9 
t h e w a v e a m p l i t u d e i n c r e a s e d f o r a c e r t a i n t i m e a f t e r i n i t a l l y 
d e c a y i n g , a n d t h e n f i n a l l y d e c r e a s e d a g a i n t o z e r o . T h i s 
b e h a v i o u r i s r e m i n i s c e n t o f t h e e n e r g y e x c h a n g e b e t w e e n 
c o u p l e d o s c i l l a t o r s h a v i n g s l i g h t l y d i f f e r e n t r e s o n a n t 
f r e q u e n c i e s , w h i c h r e s u l t s i n d a m p e d b e a t s . 

I n a w a ve t a n k o f c i r c u l a r c r o s s - s e c t i o n a n y 
s l o s h i n g mode c a n be r e s o l v e d i n t o two d e g e n e r a t e s l o s h i n g 
m o d e s h a v i n g t h e i r n o d a l l i n e s p e r p e n d i c u l a r t o e a c h o t h e r . 
H o w e v e r , i f t h e t a n k i s i m p e r f e c t ( s l i g h t l y e l l i p t i c a l , o r 
w i t h a s l o p i n g b a s e ) , t h e d e g e n e r a c y o f t h e two r e f e r e n c e 
m o d e s i s r e m o v e d a n d t h e y b e c o m e l i n e a r l y c o u p l e d . 
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D u r i n g t h e d r i v i n g c y c l e , t h e r e f e r e n c e m o d e s 
a r e c o n s t r a i n e d s u c h t h a t t h e n o d a l l i n e o f t h e f l u i d s u r f a c e 
i s n e a r t h e c e n t r e s t r i p o f t h e e l e c t o r d e . H o w e v e r , d u r i n g 
t h e d e c a y p h a s e , e n e r g y c a n be e x c h a n g e d b e t w e e n t h e m o d e s 
b e c a u s e o f t h e c o u p l i n g . A s a r e s u l t t h e d i s p l a c e m e n t o f 
t h e f l u i d s u r f a c e e x h i b i t s t h e p h e n o m e n o n o f d a m p e d b e a t s . 
When t h e d a m p i n g f r e q u e n c y i s h i g h e r t h a n t h e b e a t f r e q u e n c y 
i t i s e a s y t o o v e r l o o k t h e e x i s t e n c e o f t h e b e a t s a n d d e s c r i b e 
t h e o b s e r v a t i o n s i n t e r m s o f a d e p e n d e n c e o f a i n 0 i n a 
p e r i o d i c f a s h i o n . H o w e v e r , we f o u n d t h a t t h e s e d a m p e d b e a t s 
c o u l d be c o m p l e t e l y e l i m i n a t e d by t h e v e r t i c a l v a n e u n d e r 
t h e e l e c t r o d e . T h e v a n e c o n s t r a i n s t h e s y s t e m t o o s c i l l a t e 
s u c h t h a t t h e n o d a l l i n e a l w a y s r e m a i n s a l o n g a d i a m e t e r 
p e r p e n d i c u l a r t o t h e v a n e . 

3.4 C o n c l u s i o n s 

T h e e x p e r i m e n t a l r e s u l t s f o r t h e d a m p i n g o f s u r f a c e 
w a v e s i n a c i r c u l a r w a v e t a n k h a v i n g a b a s e w i t h a l t e r n a t e l y 
g r o o v e d q u a d r a n t s s h o w s t h a t t h e d a m p i n g i s i n d e p e n d e n t o f 
t h e d i r e c t i o n o f t h e s u r f a c e mode w i t h r e s p e c t t o .the b a s e 
f o r g r o o v e a m p l i t u d e s s m a l l e r t h a n t h e b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s . 
On t h e b a s i s o f C a s e a n d P a r k i n s o n 1 s s u g g e s t i o n , t h e d a m p i n g 
f r e q u e n c y s h o u l d h a v e p o s s e s s e d a n a n g u l a r v a r i a t i o n i f t h e 
w a l l r o u g h n e s s d i d i n f a c t g r e a t l y e n h a n c e t h e d a m p i n g . 
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We d i d h o w e v e r o b s e r v e f l u c t u a t i o n s i n t h e d a m p i n g f r e q u e n c y 
(~ 3 0 % ) f r o m d a y t o d a y , b u t o n a n y r u n t h e r e was no s y s t e 
m a t i c a n g u l a r d e p e n d e n c e . T h e s e r e s u l t s s t r o n g l y s u g g e s t 
t h a t t h i s v a r i a t i o n i n c i s d u e t o s u r f a c t a n t s . T h e r o u g h 
n e s s o f t h e c o n t a i n e r w a l l s p l a y s a t b e s t o n l y a m i n o r 
r o l e i n t h e i n c r e a s e o f a. I n o u r e x p e r i m e n t s we w e r e u n a b l e 
t o f i n d a n y s y s t e m a t i c i n c r e a s e i n t h e d a m p i n g c a u s e d b y 
b a s e r o u g h n e s s , w h e r e t h e r o u g h n e s s a m p l i t u d e i s s m a l l e r 
t h a n t h e v i s c o u s b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s . 
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C h a p t e r 4 

4.1 I n t r o d u c t i o n 

F r o m t h e r e s u l t s o f P a r t A , we f o u n d t h a t w a l l r o u g h 
n e s s d o e s n o t s i g n i f i c a n t l y i n c r e a s e t h e d a m p i n g o f s u r f a c e 
w a v e s , when t h e a m p l i t u d e o f t h e r o u g h n e s s i s s m a l l e r t h a n 
t h e v i s c o u s b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s . W a l l r o u g h n e s s o f s m a l l 
d i m e n s i o n s ( a < Z) h a s i n t h e p a s t b e e n c o n v e n i e n t l y ( b u t 
e r r o n e o u s l y ) u s e d t o e x p l a i n d i s c r e p a n c i e s b e t w e e n t h e o r y 
a n d e x p e r i m e n t . I n t h i s s e c t i o n t h e e f f e c t o f l a r g e g r o o v e s 
( a >> Z) on t h e d a m p i n g i n a w a v e c h a n n e l i s e x a m i n e d t h e o 
r e t i c a l l y a n d e x p e r i m e n t a l l y . T h e e n h a n c e m e n t f a c t o r A 1 u s e d 
i n S e c t i o n 2.2 i s a n a d - h o c a p p r o a c h t o t h e p r o b l e m o f damp
i n g o v e r r o u g h e n e d s u r f a c e s , a s i t a s s u m e s t h a t t h e f l o w 
v e l o c i t y i s u n a l t e r e d i n t h e d i s s i p a t i o n i n t e g r a l s . T h i s 
m i g h t be j u s t i f i e d f o r s m a l l g r o o v e a m p l i t u d e s , b u t n o t f o r 
l a r g e g r o o v e s . A n y m e a n i n g f u l c a l c u l a t i o n o f t h e d a m p i n g 
m u s t i n v o l v e c h a n g e s i n t h e f l o w v e l o c i t y o v e r t h e r o u g h n e s s 
s t r u c t u r e . I n o u r t h e o r e t i c a l s t u d y f o r l a r g e g r o o v e s , t h e 

42b 
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c a l c u l a t i o n o f t h e d a m p i n g f r e q u e n c y i s a p p r o a c h e d f r o m t h i s 
p o i n t o f v i e w . 

I n d e t e r m i n i n g t h e d a m p i n g o v e r a r o u g h e n e d s u r f a c e , 
i t i s n e c e s s a r y t o d e t e r m i n e t h e i n v i s c i d v e l o c i t y p o t e n t i a l 
o v e r t h e r o u g h n e s s s t r u c t u r e ( s e e S e c t i o n 4 . 2 ) . T h e s t r u c t u r e 
o f t h e b o u n d a r y l a y e r ( w h e r e e s s e n t i a l l y a l l e n e r g y d i s s i p a t i o n 
o c c u r s ) i s t h e n d e t e r m i n e d by s o l v i n g t h e b o u n d a r y l a y e r 
e q u a t i o n s u b j e c t t o t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s t h a t t h e f l u i d 
i n c o n t a c t w i t h t h e c o n t a i n e r be a t r e s t . 

R o u g h e n e d c o n t a i n e r w a l l s c h a n g e t h e v e l o c i t y 
p o t e n t i a l f r o m a v a l u e <J>o ( t h e v a l u e w i t h s m o o t h w a l l s ) t o 
some v a l u e <\> a n d t h e y c h a n g e t h e e f f e c t i v e s u r f a c e a r e a o f 
t h e b o u n d a r y l a y e r . T h e r e a r e two a p p r o a c h e s t o d e t e r m i n e t h e 
i n v i s c i d v e l o c i t y p o t e n t i a l o v e r a r o u g h e n e d s u r f a c e . A 
l i n e a r p e r t u r b a t i o n s c h e m e i s t h e m o s t g e n e r a l a p p r o a c h , 
s t a r t i n g f r o m t h e s m o o t h w a l l p o t e n t i a l d>0. To do t h i s , t h e 
r o u g h n e s s s t r u c t u r e i s d e c o m p o s e d i n t o F o u r i e r c o m p o n e n t s . 
T h e c o m p o n e n t s f o r w h i c h a ( £ ) / ? > 1» w h e r e a ( ? ) i s t h e a m p l i 
t u d e o f a F o u r i e r c o m p o n e n t o f w a v e l e n g t h £ w i l l h a v e t h e 
g r e a t e s t e f f e c t i n c h a n g i n g <t>0. T h e t e r m a ( ? ) / £ i s u s e d a s 
an e x p a n s i o n p a r a m e t e r . F o r t h e F o u r i e r t e r m s h a v i n g t h e 
g r e a t e s t e f f e c t o n c h a n g i n g t h e p o t e n t i a l t}>o, t h e t e r m a ( £ ) / 5 
i s n o t a n a p p r o p r i a t e e x p a n s i o n p a r a m e t e r . T h e p e r t u r b a t i o n 
s c h e m e . 1 i n k i ng <j> t o <t>0 f o r t h e s e m o d e s w i l l c e r t a i n l y be n o n 
l i n e a r i n t h e e x p a n s i o n p a r a m e t e r a . ( 5 ) / S i f a / £ - 0 ( 1 ) - S i n c e 
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we a r e i n t e r e s t e d i n l a r g e a m p l i t u d e r o u g h n e s s , a p e r t u r b a t i o n 
a p p r o a c h i s i n a p p r o p r i a t e . 

An a l t e r n a t i v e a p p r o a c h i s t o l o o k f o r e x a c t s o l u 
t i o n s t o L a p l a c e ' s e q u a t i o n w h i c h s a t i s f y t h e i n v i s c i d f l o w 
b o u n d a r y c o n d i t i o n n_ • V<f> = 0 o n n o n - f l a t b o u n d a r i e s f o r w h i c h 
a ( ? ) / 5 = 0 ( 1 ) . F o r t h i s a p p r o a c h i t i s n e c e s s a r y t o know t h e 
r o u g h n e s s s t r u c t u r e a ( £ ) a n d f o r a n y c a l c u l a t i o n a c e r t a i n 
s t r u c t u r e i s a s s u m e d . I f t h e r e a r e many g r o o v e s ( s p a c i n g £ ) 
p e r w a v e l e n g t h o f t h e s u r f a c e mode ( i . e . k£ << 1 w h e r e k i s 
t h e w a v e n u m b e r o f t h e s u r f a c e m o d e ) ; t h e n d) 0 s h o u l d e s s e n 
t i a l l y be a c o n s t a n t o v e r l i n e a r d i m e n s i o n s o f o r d e r £ . A b o v e 
t h e r o u g h n e s s s t r u c t u r e , dp - dp0 s h o u l d d e c a y t o z e r o o v e r 
v e r t i c a l l e n g t h s c a l e s o f ~ n £ ( n > 1 ) , a n d t h e p a r t i c u l a r 
s o l u t i o n o v e r t h e g r o o v e d s t r u c t u r e m u s t i n c o r p o r a t e t h i s 
f e a t u r e . T h e t e r m k£ c a n t h e n e f f e c t i v e l y be v i e w e d a s a n 
e x p a n s i o n p a r a m e t e r r e p l a c i n g a / ? . T h e r o u g h n e s s s t r u c t u r e 
c o n s i d e r e d i n o u r i n v e s t i g a t i o n c o n s i s t s o f a s u r f a c e w i t h 
i d e n t i c a l p a r a l l e l g r o o v e s h a v i n g a c r o s s s e c t i o n i n t h e s h a p e 
o f an i s o s c e l e s t r i a n g l e . 

An e x a c t s o l u t i o n f o r t h e i n v i s c i d v e l o c i t y p o t e n t i a l 
<b f o r t h i s s t r u c t u r e was d e t e r m i n e d w h i c h i s v a l i d e v e n i f 
a ( £ ) / S > 1, p r o v i d e d t h a t k£ << 1. T h e d a m p i n g was t h e n 
c a l c u l a t e d u s i n g <J>. T h e r e s u l t s o f t h i s c a l c u l a t i o n show t h a t 
t h e e n e r g y d i s s i p a t i o n i n t h e b o u n d a r y l a y e r i s p r o p o r t i o n a l 
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t o t h e s u r f a c e a r e a o f t h e g r o o v e d s u r f a c e , a n d i n d e p e n d e n t 
o f t h e o r i e n t a t i o n o f t h e i n v i s c i d * f l o w w i t h r e s p e c t t o t h e 

d i r e c t i o n o f t h e g r o o v e s . 

4.2 T h e o r y 

T h e m o t i o n o f a v i s c o u s f l u i d i s d e t e r m i n e d f r o m t h e 
N a v i e r - S t o k e s e q u a t i o n . I t i s a s s u m e d i n a l l o f o u r c a l c u l a 
t i o n s t h a t t h e f l u i d we a r e d e a l i n g w i t h i s i n c o m p r e s s i b l e , 
i . e . V • v_ = 0, w h e r e _v i s t h e f l u i d v e l o c i t y . F o r t h e f l u i d 
u s e d i n a l l o f o u r e x p e r i m e n t s ( w a t e r ) t h i s i s c e r t a i n l y 
a p p r o p r i a t e . I n t h e c a l c u l a t i o n t o f o l l o w a r i g h t h a n d e d 
c a r t e s i a n c o - o r d i n a t e s y s t e m i s u s e d w i t h t h e x y p l a n e o n t h e 
u n d i s t u r b e d f l u i d s u r f a c e , a n d t h e z a x i s v e r t i c a l l y u p w a r d s . 
T h e l i n e a r i z e d N a v i e r - S t o k e s e q u a t i o n f o r a n i n c o m p r e s s i b l e 
f l u i d i s 

+ v V 2 v ( 4 . 1 ) 

w h e r e P = p r e s s u r e , p = d e n s i t y , a n d v i s t h e k i n e m a t i c 
v i s c o s i t y . 

T h e b o u n d a r y c o n d i t i o n f o r t h i s f l o w i s t h a t 

In t h i s c a s e the i n v i s c i d f l o w r e f e r r e d to is 
m e a s u r e d a t s e v e r a l b o u n d a r y l a y e r s a b o v e the g r o o v e d s u r f a c e . 
It i s t h e r e f o r e the f l o w w h i c h w o u l d r e m a i n i f the g r o o v e 
a m p l i t u d e a i s d e c r e a s e d to z e r o . 

+ P 
PJ 
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v = 0 ( 4 . 2 ) 

on f i x e d b o u n d a r i e s . V i s c o u s f l o w c r e a t e s t h e a d d i t i o n a l 
c o n s t r a i n t t h a t t h e t a n g e n t i a l v e l o c i t y a t f i x e d b o u n d a r i e s 
i s z e r o . T h e d e c r e a s e o f t h e v e l o c i t y t o z e r o o c c u r s a l m o s t 
e x c l u s i v e l y i n a t h i n l a y e r n e x t t o t h e s o l i d w a l l . T h i s 
l a y e r i s c a l l e d t h e b o u n d a r y l a y e r a n d i s c h a r a c t e r i z e d b y 
t h e p r e s e n c e i n i t o f c o n s i d e r a b l e v e l o c i t y g r a d i e n t s . F o r 
i n v i s c i d f l o w t h e o n l y c o n s t r a i n t a t f i x e d b o u n d a r i e s i s t h a t 
t h e n o r m a l c o m p o n e n t o f t h e v e l o c i t y be z e r o . F o r v i s c o u s 
f l o w t h e v e l o c i t y c a n be w r i t t e n i n t h e f o r m 

w h e r e y_i_ c a n be w r i t t e n i n t e r m s o f a v e c t o r p o t e n t i a l A, 
i . e . 

T h e f i r s t t e r m V<b i s t h e p o t e n t i a l f l o w t e r m , , w h i l e t h e 
s e c o n d t e r m y_i_ i s t h e r o t a t i o n a l f l o w t e r m . 

S i n c e t h e f l o w i s i n c o m p r e s s i b l e (V • y_ = 0) 
t h e n i t f o l l o w s t h a t 

v = Vd) + V i ( 4 . 3 ) 

= V x A ( 4 . 4 ) 

V 2(b = -0 ( 4 . 5 ) 
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S u b s t i t u t i n g t h e e x p r e s s i o n f o r y_ i n t o t h e Na v i e r - S t o k e s 
e q u a t i o n g i v e s 

£ (V6) + £ (V,) - -V 
PJ 

+ v V 2 (Vcj) + v i ) ( 4 . 6 ) 

T h i s e q u a t i o n ( 4 . 6 ) i s b r o k e n down i n t o two e q u a t i o n s , o n e 
f o r t h e v i s c o u s f l o w a n d o n e f o r i n v i s c i d f l o w . I n t h e l i m i t 
o f z e r o v i s c o s i t y v , V i 0. E q u a t i o n ( 4 . 6 ) t h e n i n t e g r a t e s 
d i r e c t l y t o y i e l d 

— + g z =-|-f- + c o n s t ( 4 . 7 ) 

T h e a b o v e s o l u t i o n ( 4 . 7 ) i s a l s o v a l i d f o r t h e 
v i s c o u s c a s e i f 

^ ( V i ) = v V 2 Vj. ( 4 . 8 ) 

E q u a t i o n s ( 4 . 5 ) a n d ( 4 . 8 ) a r e s o l v e d s u b j e c t t o 
t h e c o n s t r a i n t t h a t t h e f l u i d be a t r e s t a t r i g i d b o u n d a r i e s . 
E x p r e s s e d m a t h e m a t i c a l l y t h e s e c o n d i t i o n s a r e 

n • V(J> = 0 ( 4 . 9 ) 

(n x V<}>) + n_ x (V x A ) = 0 ( 4 . 1 0 ) 
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w h e r e n_ i s a u n i t n o r m a l d i r e c t e d i n w a r d s f r o m t h e s o l i d 
b o u n d a r y t o t h e f l u i d . A t a n y r i g i d b o u n d a r y t h e v e l o c i t y 
v a r i e s r a p i d l y i n t h e d i r e c t i o n o f n_. A l l o f t h e o t h e r s p a t i a l 
d e r i v a t i v e s o f t h e v e l o c i t y a r e s m a l l c o m p a r e d w i t h v a r i a t i o n s 
i n t h e d i r e c t i o n . E q u a t i o n ( 4 . 8 ) c a n t h u s be s i m p l i f i e d t o 

S t (vi) .= v 
an' 

V i ( 4 . 1 1 ) 

T h e t i m e v a r i a t i o n o f Vj_ w i l l b e a s s u m e d t o be a 
s i m p l e h a r m o n i c t i m e d e p e n d e n c e v 2 ~ e 1 w t w h e r e <j i s t h e 
f r e q u e n c y o f t h e s u r f a c e w a v e s . F r o m ( 4 . 1 1 ) t h e s o l u t i o n f o r 
V i w i l l b e o f t h e f o r m 

V i ~ exp n (1 + i ) /1 /2 ( 4 . 1 2 ) 

w h e r e I i s t h e v i s c o u s b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s I = 

a n d q i s t h e c o - o r d i n a t e a l o n g n_. T o s a t i s f y t h e b o u n d a r y 
c o n d i t i o n s a t t h e w a l l V i m u s t i n c l u d e t h e t e r m Vcb ( N b . 
t h a t V<t> i n _v_j d o e s n o t a l t e r t h e s o l u t i o n o f ( 4 . 1 1 ) s i n c e 
V2<j) = 0 ) . T h e c o m p l e t e s o l u t i o n f o r V i i s 

v x = n x (n x v<|>) exp - Jn ( l + i ) / * - / ? j ( 4 . 1 3 ) 
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w h e r e Vd> i s e v a l u a t e d a t n = 0. T h e v i s c o u s e n e r g y d i s s i p a 
t i o n p e r u n i t a r e a o f t h e c o n t a i n e r w a l l s i s d e p e n d e n t u p o n 
V i , a n d i s g i v e n by [ s e e C a s e a n d P a r k i n s o n ] 

S = - v 3n •v n=0 
3V j 
" v f T J Vcp 

n = 0 
/ 1 /2 ( 4 . 1 4 ) 

I t was r e m a r k e d e a r l i e r t h a t t h e e n e r g y d i s s i p a t i o n 
i s o n l y d e p e n d e n t o n t h e i n v i s c i d v e l o c i t y p o t e n t i a l , a n d 
t h i s c a n be s e e n t o be t h e c a s e f r o m ( 4 . 1 4 ) . To d e t e r m i n e 
t h e d a m p i n g i t i s n e c e s s a r y t o i n t e g r a t e S o v e r t h e c o n t a i n e r 
s u r f a c e s ; t h e d a m p i n g f r e q u e n c y i s t h e n p r o p o r t i o n a l t o Sd A . 
H e n c e t h e e f f e c t s o f a r o u g h e n e d s u r f a c e on t h e d a m p i n g c a n 
be d e t e r m i n e d b y c a l c u l a t i n g SdA To do t h i s i t i s n e c e s s a r y 
t o e v a l u a t e t h e i n v i s c i d v e l o c i t y p o t e n t i a l o v e r t h e r o u g h 
n e s s s t r u c t u r e ( g r o o v e d s t r u c t u r e ) . T h e i n v i s c i d p o t e n t i a l 
f o r two g r o o v e c r o s s s e c t i o n s ( t r i a n g u l a r a n d a p p r o x i m a t e l y 
s i n u s o i d a l ) a s w e l l a s t h e d i s s i p a t i o n i n t e g r a l s f o r e a c h , 
a r e now c a l c u l a t e d . I n t h e f o l l o w i n g c a l c u l a t i o n s i t i s 
a s s u m e d t h a t t h e b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s I i s much s m a l l e r 
t h a n a n y o t h e r s c a l e l e n g t h s o f t h e p r o b l e m a n d t h e r e a r e 
many g r o o v e s ( s p a c i n g £ ) p e r w a v e l e n g t h o f t h e w a v e s ( X ) . 

F o r a f l a t s u r f a c e t h e e n e r g y d i s s i p a t i o n S = S 0 

w h e r e 

S 0 = v v 0
2 / £ V2 ( 4 . 1 5 ) 
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a n d v 0 i s t h e i n v i s c i d f l o w v e l o c i t y p a r a l l e l t o t h e s u r f a c e . 
I f f l u i d f l o w s p a r a l l e l t o t h e g r o o v e s , v 0 i s u n a l t e r e d by 
t h e g r o o v e s b u t t h e b o u n d a r y l a y e r s p r e a d s o v e r t h e g r o o v e d 
s u r f a c e ( s e e F i g u r e 1 9 ( b ) ) i n c r e a s i n g t h e d i s s i p a t i o n a r e a 
f r o m d A 0 t o dA ( d A 0 i s an e l e m e n t o f a r e a o n t h e f l a t s u r f a c e , 
dA i s o v e r t h e g r o o v e d s u r f a c e . H e n c e f o r f l o w p a r a l l e l t o 
t h e g r o o v e s t h e d i s s i p a t i o n i s i n c r e a s e d i n t h e r a t i o d A / d A 0 . 

F o r f l o w t r a n s v e r s e t o t h e g r o o v e s , v i s c h a n g e d . 
A t t h e t o p o f t h e g r o o v e s v > v 0 a n d a t t h e b o t t o m v < v 0 

w h e r e i n t h i s c a s e v 0 i s t h e i n v i s c i d v e l o c i t y some d i s t a n c e 
a b o v e t h e g r o o v e s . H e n c e i t i s n o t c l e a r w h a t r e l a t i o n SdA 
b e a r s t o S 0 d A 0 a s t h e g r o o v e d e p t h i s c h a n g e d . 

4 . 3 C a l c u l a t i o n o f / S d A f o r G r o o v e d S u r f a c e s 

When d e t e r m i n i n g t h e v e l o c i t y p o t e n t i a l o v e r a 
g r o o v e d s u r f a c e i t i s c o n v e n i e n t t o c o n s i d e r a c o m p l e x v e l o c i t y 
p o t e n t i a l . T h e m o d u l u s a n d a r g u m e n t o f a c o m p l e x p o t e n t i a l 
w i l l g i v e t h e m a g n i t u d e o f t h e v e l o c i t y a n d t h e a n g l e b e t w e e n 
t h e f l o w d i r e c t i o n a n d i n o u r c a s e t h e x y p l a n e . F o r i n v i s c i d 
f l o w p a s t a s o l i d s u r f a c e , t h e v e l o c i t y m u s t be a l o n g t h e 
t a n g e n t t o t h e s u r f a c e . H e n c e t h e p r o f i l e o f t h e s u r f a c e 
m u s t be t h e p r o f i l e o f a s t r e a m l i n e . F o r t h e g r o o v e d s t r u c 
t u r e s c o n s i d e r e d a s t r e a m l i n e f o l l o w s t h e g r o o v e s t r u c t u r e , 
w h i c h m a k e s i t d i f f i c u l t t o d e t e r m i n e t h e p o t e n t i a l . F o r a l l 
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o f o u r c a l c u l a t i o n s t h e g r o o v e s t r u c t u r e i s c o n s i d e r e d t o 
be i n t h e c o m p l e x z - p l a n e . I f i t i s p o s s i b l e t o d e t e r m i n e a 
t r a n s f o r m a t i o n w h i c h maps t h e g r o o v e s t r u c t u r e i n t h e z - p l a n e 
o n t o t h e r e a l a x i s o f t h e w - p l a n e , t h e n t h e p r o b l e m i s g r e a t l y 
s i m p l i f i e d . T h e s t r e a m l i n e s o f t h e f l o w i n t h e w - p l a n e w i l l 
t h u s b e s t r a i g h t l i n e s p a r a l l e l t o t h e r e a l a x i s . T h e 
p r o b l e m o f f l o w p a s t a g i v e n c o n t o u r t h e n r e d u c e s t o t h e 
d e t e r m i n a t i o n o f an a n a l y t i c f u n c t i o n w ( z ) w h i c h t a k e s r e a l 
v a l u e s o n t h e c o n t o u r . W i t h t h i s a p p r o a c h i t i s p o s s i b l e t o 
d e t e r m i n e t h e p o t e n t i a l o v e r t h e g r o o v e d s t r u c t u r e a n d t h u s 
t h e d i s s i p a t i o n i n t e g r a l s c a n be s o l v e d . 

C o n s i d e r <f> = w = f ( z ) t o b e t h e c o m p l e x v e l o c i t y 
p o t e n t i a l t r a n s v e r s e t o t h e g r o o v e s . T h e m a g n i t u d e o f t h e 
s p e e d u a t t h e g r o o v e d s u r f a c e i s t h e n g i v e n by 

u = y |V<i | = u 

T h i s v e l o c i t y p o t e n t i a l m u s t h a v e t h e p r o p e r t y t h a t f a r 
a b o v e t h e g r o o v e s t r u c t u r e , t h e i r e f f e c t i s n e g l i g i b l e , 
i . e . u -> v 0 a s I m ( z ) -* °°. T h e c o n s t a n t y i s c h o s e n s o t h a t 
t h i s i s t h e c a s e . U s i n g ( 4 . 1 6 ) i n t h e d i s s i p a t i o n i n t e g r a l 
r e s u l t s i n 

dw 
d z (4 
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SdA 
L/2 V 

dw 
dz d z | j dL ( 4 . 1 7 ) 

w h e r e dL i s a l e n g t h e l e m e n t o n a g r o o v e o v e r t h e a r e a b e i n g 
c o n s i d e r e d . T h e i n t e g r a l o v e r d z i s a l o n g t h e g r o o v e s t r u c 
t u r e . As s t a t e d p r e v i o u s l y , t h e e v a l u a t i o n o f t h i s i n t e g r a l 
i s s i m p l i f i e d i f t h e g r o o v e s t r u c t u r e i s m a p p e d i n t o t h e 
r e a l a x i s o f t h e w - p l a n e . T h e n t h e l i n e i n t e g r a l o v e r d z 
t r a n s f o r m s t o a l i n e i n t e g r a l o v e r dw. F o r t h i s ( 4 . 1 7 ) c a n 
be w r i t t e n i n a m o r e c o n v e n i e n t f o r m . 

SdA = u : V dw 
• / I V dz dw ( 4 . 1 8 ) 

T h e c a s e o f g r o o v e s w i t h a c r o s s s e c t i o n i n t h e 
f o r m o f an i s o s c e l e s t r i a n g l e i s f i r s t c o n s i d e r e d ( s e e F i g u r e 
1 9 a ) . T o d e t e r m i n e t h e p o t e n t i a l a n d d i s s i p a t i o n i n t e g r a l f o r 
t h i s c a s e , a t r a n s f o r m a t i o n m a p p i n g t h e g r o o v e s t r u c t u r e i n t o 
t h e r e a l a x i s o f t h e w - p l a n e i s r e q u i r e d . I t i s w e l l known 
t h a t t h e i n t e r i o r o f a n y p o l y g o n D i n t h e z - p l a n e c a n be 
m a p p e d i n t o t h e u p p e r h a l f D 1 o f t h e w - p l a n e by a S c h w a r t z -
C h r i s t o f f e l t r a n s f o r m a t i o n ( s e e F i g u r e 1 8 a ) . 

T h e m o s t g e n e r a l f o r m o f t h e S c h w a r t z - C h r i s t o f f e l 
t r a n s f o r m a t i o n i s 

^ = A ( w - w 1 ) ^ / 7 r - 1 ( w - w 2 ) a 2 / 7 r - ] ... ( w - w ^ n / * - 1 ( 4 . 1 9 ) 
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F i g u r e 1 8 . M a p p i n g o f a p o l y g o n a l r e g i o n i n t o t h e u p p e r h a l f 
o f t h e w - p l a n e . 
( a ) A r b i t r a r y p o l y g o n a l r e g i o n . 
( b ) R e g i o n b o u n d e d by a t r i a n g u l a r g r o o v e 

s t r u c t u r e . 
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a n d t h i s c a n be u s e d f o r p o l y g o n a l r e g i o n s w i t h v e r t i c e s a t 
00. T h u s i t i s p o s s i b l e t o map r e g i o n S b o u n d e d by a g r o o v e d 
s t r u c t u r e i n t o t h e u p p e r h a l f p l a n e S' ( F i g u r e 1 8 b ) . T h e 
g r o o v e s t r u c t u r e t h a t h a s b e e n c o n s i d e r e d c a n be v i e w e d a s 
a s u p e r p o s i t i o n o f i n d i v i d u a l t r i a n g l e s . 

T h e S c h w a r t z - C h r i s t o f f e l t r a n s f o r m a t i o n f o r a 
s i n g l e t r i a n g l e i s f i r s t c a l c u l a t e d . T h e p o i n t s z = - b , a i , 
+b a r e m a p p e d i n t o t h e p o i n t s w = - 1 , 0, + 1 r e s p e c t i v e l y i n 
t h e w p l a n e ( F i g u r e 1 9 a ) . T h e n 

/Tr+2g .j s 

A ( w + l ) 7 r - a / 7 T - 1 w * ( w - l ) ^ - 0 1 ^ - 1 

= A ( w 2 - 1 ) ( 7 r _ a / 7 T ) " 1
 w ( 7 T + 2 a / T r ) ~ 1 

A w 2 a / 7 T _ K w 2 a / T r
 ( 4 

( w 2 - l ) a / 7 r ' ( l - w 2 ) a / ^ 

T h e c o n s t a n t K i s c h o s e n t o f i x t h e l e n g t h o f o n e s i d e o f 
t h e i s o s c e l e s t r i a n g l e . I n t e g r a t i n g ( 4 . 1 9 ) y i e l d s 
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F i g u r e 1 9 : F e a t u r e s o f t h e g r o o v e g e o m e t r y . 
( a ) M a p p i n g c o n t o u r s f o r t h e v e l o c i t y 

p o t e n t i a l . 
( b ) F l o w o f w a t e r a l o n g t h e g r o o v e s . 
( c ) G e o m e t r y o f g r o o v e d a r e a dA, w i t h 

p g r o o v e s p e r u n i t l e n g t h (p = 3 
i n F i g u r e 1 9 c ) . 
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K w ,2 air ^ duV + B ( 4 . 2 1 ) 
(1 - i j , 2 ) a / T r 

F o r w = 0, z = a i a n d f o r w = 1, z = b . U s i n g t h i s , K i s 
g i v e n by 

• .,.UaL <4-22> 
(1 - a / i t 

T h e S-C T r a n s f o r m a t i o n f o r t h e c o m p l e t e g r o o v e 
s t r u c t u r e i s c a l c u l a t e d i n a s i m i l a r m a n n e r t o t h a t f o r a 
s i n g l e t r i a n g l e . T h e t r a n s f o r m a t i o n i s c a l c u l a t e d s o t h a t 
i t maps v e r t i c e s a t h e i g h t a i i n t o 0, ± 2 ( ^ - ) , ± 4 ( ^ - ) , ••• 
a n d maps v e r t i c e s on t h e r e a l a x i s i n t o ± ± — , ••• 
( s e e F i g u r e 1 9 a ) w h e r e TT - 26 i s t h e a p e x a n g l e o f t h e g r o o v e s 

T h e SC t r a n s f o r m a t i o n f o r t h i s i s t h e i n f i n i t e 
p r o d u c t 



dw 

5? 

TT+29 T TT-29 , 0 n 

^ - A ... (w-rr) (W-TT/2) w29/T T { ^ , ) 

A w 29/TT 
2 6 / i r 

w 4 [p W ' 16(f) 2 w 36(f) 2 

n 2 0 / T T 
w 2 - ( f ) 2 w 2 - 9( f ) 2 w 25(f) 2 

0 0 

w n 
n = l 

29/TT 
1 - —2—T 

n IF 

n 
n=l 

1 - 4w 2 

( 2 n - l 
29/TT 

(4.23 

H e r e K i s a c o n s t a n t , K = A c o n s t . = A C . T h e c o n s t a n t C 
r e s u l t s f r o m t h e f a c t o r i n g o f t h e b r a c k e t e d t e r m s i n t h e 
s e c o n d f o r m o f ( 4 . 2 3 ) w h i c h e n a b l e s t h e S . C . t r a n s f o r m a t i o n 
t o be e x p r e s s e d i n t h e f i n a l s i m p l e f o r m . 

Now s i n w a n d c o s w h a v e t h e f o l l o w i n g i n f i n i t e 
p r o d u c t r e p r e s e n t a t i o n s [ s e e A b r a m s w i t z a n d S t e g u n ] . 

s l n w = w n 
n = 

w' —2—2" n TT 

COS w 
CO 

n 
n= 1 

4 w 2 

( 2 n - l ) 2 T T (4 .24) 
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T h u s ( 4 . 2 3 ) b e c o m e s 

dw K ( t a n w ) 2 0 / 7 r ( 4 . 2 5 ) 

T h e c o n s t a n t K i s d e t e r m i n e d i n t h e same way a s 
f o r t h e s i n g l e t r i a n g l e c a s e d o n e p r e v i o u s l y . I n t e g r a t i n g 
( 4 . 2 5 ) r e s u l t s i n 

z = 
W 

( t a n x ) 2 9 / 7 r d X + B ( 4 . 2 6 ) 

F o r W = 0, z = a i s o t h a t B = a i , a n d f o r W = IT/2, Z = b . 
T h u s K i s g i v e n b y 

b - a i 
TT/2 ( 4 . 2 7 ) 

( t a n w ) 2 6 / 7 T dw 

T h e c o n s t a n t y ( e q u a t i o n ( 4 . 1 6 ) c a n now be d e t e r m i n e d 
u s i n g t h e c o n d i t i o n u -* v 0 a s I m ( z ) -* °°. T h i s r e q u i r e s t h a t 

1 i m y 1 
(Im z-*°°) K ( t a n w) 2 0 / TT = V ( 4 . 2 8 ) 

a n d c l e a r l y y = K v 0 . 
Now t h e d i s s i p a t i o n i n t e g r a l c a n be c a l c u l a t e d . 

T h i s i n t e g r a l i s c a l c u l a t e d o v e r t h e l e n g t h o f o n e s i d e o f 
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an i s o s c e l e s t r i a n g l e . Due t o t h e s y m m e t r y o f t h e g r o o v e 
s t r u c t u r e , t h e d i s s i p a t i o n o v e r a n y o n e s i d e i s e q u i v a l e n t 
t o a n y o t h e r . T h e t o t a l d i s s i p a t i o n i n l e n g t h dx w i l l 
t h e n be 2p t i m e s t h e d i s s i p a t i o n f o r a s i n g l e s i d e o f t h e 
i s o s c e l e s t r i a n g l e , w h e r e p i s t h e n u m b e r o f g r o o v e s 
t r a v e r s e d i n a d i s t a n c e dx a c r o s s t h e g r o o v e s ( s e e F i g u r e 1 9 c ) 
I n t h e w - p l a n e i n t e g r a t i n g o v e r o n e s i d e o f a g r o o v e i s e q u i 
v a l e n t t o i n t e g r a t i n g o v e r t h e r a n g e ( 0 - T T/2). NOW s u b 
s t i t u t i n g ( 4 . 2 5 ) , ( 4 . 2 7 ) , a n d ( 4 . 2 8 ) i n t o ( 4 . 1 8 ) r e s u l t s i n 

2p v 
/z a 

SdA = 

TT/2 
v 0

2 c dl_ ( c o t w ) 2 9 / T r dw 

TT/2 
( t a n w ) 2 9 / l T dw 

( 4 . 2 9 ) 

w h e r e c = ( a 2 + b 2 ) . 
Now t h e g e n e r a l f o r m f o r a B e t a F u n c t i o n [ A b r a m o w i t z 

a n d S t e g u n , 1 9 6 5 ] i s 

B ( m , n ) = 2 
TT/2 

jo < s i n t ) 2 " " 1 ( c o s t ) 2 " " 1 d t ( 4 . 3 0 ) 

H e n c e 
TT/2 

( c o t w ) 2 6 / T r dw 2 IT ' 2 TT 

TT/2 
( t a n w ) 2 0 / l T dw n +1 i 

2 TT' 2 
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T h e b e t a - f u n c t i o n i s s y m m e t r i c i n i t s a r g u m e n t , [ B ( m , n ) 
B ( n , m ) ] s o t h a t ( 4 . 2 9 ) r e d u c e s t o 

SdA = f/2 v 0
2 p c d L = 2 S 0 p c d L ( 4 . 3 1 ) 

B u t 2 p c dL = dA ( s e e F i g u r e 1 9 c ) . H e n c e f o r f l o w t r a n s v e r s e 
t o t h e g r o o v e s . 

SdA = S n d A i d A 
d A ( 4 . 3 2 ) 

T h e d i s s i p a t i o n i s t h u s i n c r e a s e d i n t h e r a t i o 
d A / d A o c o m p a r e d t o t h e d i s s i p a t i o n e x p e c t e d f o r a f l a t s u r f a c e 
T h i s r e s u l t i s t h e same a s f o r f l o w p a r a l l e l t o t h e g r o o v e s 
a s was d i s c u s s e d p r e v i o u s l y . H e n c e f o r a r o u g h e n e d s u r f a c e 
w i t h g r o o v e s c o n s i s t i n g o f i d e n t i c a l i s o s c e l e s t r i a n g l e s t h e 

f dA 1 
d A d A, d i s s i p a t i o n i s p r o p o r t i o n a l t o t h e e x p r e s s i o n S 0 

i r r e s p e c t i v e o f t h e d i r e c t i o n o f t h e f l o w w i t h r e s p e c t t o t h e 
g r o o v e s . 

T h e s t r e a m l i n e s a b o v e t h e t r i a n g u l a r g r o o v e s t r u c 
t u r e h a v e a n a p p r o x i m a t e l y s i n u s o i d a l s h a p e . F o r a g r o o v e 
s t r u c t u r e o f t h i s f o r m , t h e s t r e a m l i n e a t t h e g r o o v e s u r f a c e 
w o u l d o f c o u r s e be s i n u s o i d a l . U s i n g t h e t r a n s f o r m a t i o n 
( 4 . 2 5 ) a l o n g t h e l i n e Im(w) = Y g e n e r a t e s a g r o o v e s t r u c t u r e 
i n t h e z - p l a n e w i t h a n a p p r o x i m a t e l y s i n u s o i d a l c r o s s s e c t i o n 
F o r t h i s t y p e o f s t r u c t u r e t h e d i s s i p a t i o n i n t e g r a l b e c o m e s 
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SdA = (f) v 0
2 p K dL c o t ( x + i y ) | 2 6 / l T dx ( 4 . 3 3 ) 

w h e r e w = x + i y . 
T h e i n t e g r a l i n ( 4 . 3 3 ) c a n be w r i t t e n i n t h e f o r m 

I T / 2 29 
I = c o t ( x + i y ) | 2 9 / 7 T + | c o t ( x + i y ) | 71 dx ( 4 . 3 4 ) 

u s i n g t h e i d e n t i t y 

c o t ( x + TJO = - t a n x ( 4 . 3 5 ) 

T h e a r c l e n g t h f o r s u c h a g r o o v e s t r u c t u r e i s g i v e n by 

• d z 
J dw 

TT 
dw = K | c o t ( x + i y ) \ ~ 2 Q ^ d x ( 4 . 3 6 ) 

T h e i n t e g r a l i n ( 4 . 3 6 ) , h o w e v e r , i s t h e same a s ( 4 . 3 4 ) , w h i c h 
c a n be s e e n u s i n g ( 4 . 3 5 ) . T h u s e q u a t i o n ( 4 . 3 6 ) r e d u c e s t o 

c 1 = KI ( 4 . 3 7 ) 

T h e d i s s i p a t i o n i n t e g r a l i s t h e n 

• 

SdA = V 

L/2 I-
v o 2 p d L c Sn dA S 0 d A 0 

f d A l 
d A, ( 4 . 3 8 ) 
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H e n c e f o r a g r o o v e s t r u c t u r e o f a p p r o x i m a t e l y 
s i n u s o i d a l c r o s s - s e c t i o n t h e d a m p i n g i s e n h a n c e d i n t h e r a t i o 

d A 
j ft1' w i t h r e s p e c t t o a f l a t s u r f a c e ; a n d t h e d a m p i n g e n h a n c e 
m e n t i s i n d e p e n d e n t o f f l o w d i r e c t i o n w i t h r e s p e c t t o t h e 
g r o o v e s . 

4.4 C a l c u l a t i o n o f t h e D a m p i n g F r e q u e n c y o 

I t h a s b e e n s h o w n p r e v i o u s l y t h a t t h e d a m p i n g ( a n d 
h e n c e t h e d a m p i n g f r e q u e n c y ) f o r s u r f a c e w a v e s i s p r o p o r t i o n a l 
t o SdA i n t e g r a t e d o v e r t h e c o n t a i n e r s u r f a c e s . T h e c o m p l e t e 
e x p r e s s i o n f o r t h e d a m p i n g f r e q u e n c y a i s g i v e n b y 

1 
° = 2 

i f/(v<i>)2 

T dA 
/ ( V c f ) ) z d r + (SF) ( 4 . 3 9 ) 

w h e r e (V<i>) Tis t h e t a n g e n t i a l i n v i s c i d v e l o c i t y , dA i s a n 
e l e m e n t o f a r e a on t h e i n t e r f a c e b e t w e e n t h e w a t e r a n d t h e 
w a v e t a n k , d x i s a v o l u m e e l e m e n t i n t h e f l u i d a n d Sp a l l o w s 
f o r e n e r g y d i s s i p a t i o n a t t h e a i r - w a t e r i n t e r f a c e . ( T h i s 
r e s u l t i s d e r i v e d i n A p p e n d i x A ) . 

U s i n g ( 4 . 3 9 ) t h e d a m p i n g f r e q u e n c y f o r a s q u a r e 
w a v e t a n k o f l e n g t h L a n d d e p t h H w i t h a g r o o v e d b a s e i s now 
c a l c u l a t e d . T h e b o t t o m o f t h e t a n k i s a t z = -H w h i l e t h e 
e q u i l i b r i u m f l u i d s u r f a c e i s a t z = 0 ( s e e F i g u r e 2 0 ) . 

T h e i n v i s c i d v e l o c i t y p o t e n t i a l f o r f l o w p a r a l l e l 
t o a p a i r o f v e r t i c a l w a l l s i n t h e w a v e t a n k i s [ s e e L a n d a u 
a n d L i f t s h i t z ] . 



* X 

F i g u r e 2 0 . C o o r d i n a t e s y s t e m u s e d f o r t h e c a l c u l a t i o n o f 
t h e d a m p i n g f r e q u e n c y . 
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<f> = A c o s h k ( z + H) c o s kx c o s wt ( 4 . 4 0 ) 

a n d 

3d) A 
v

x
 = 3x" = " Y S1'n k x c o s h k ( z + H) c o s wt 

3 (b A 
v z = 8z = k~ s i n n k ( z + H ) c o s k x c o s 

A / k = A i ( 4 . 4 1 ) 

U s i n g t h e s e r e s u l t s t h e i n t e g r a l s i n ( 4 . 3 9 ) c a n 
now be c a l c u l a t e d , w h e r e t h e i n t e g r a l s a r e a v e r a g e d o v e r o n e 
o s c i l l a t i o n p e r i o d o f t h e w a t e r w a v e . Now 

(V<t>)2 dx = 1 2
 4

A i 2 | c o s h 2 k ( z + H) d z 

, L 2 A i 2 

4 s i n h 2 k ( z + H) d z 

L 2 A x 2 

c o s h 2 k ( z + H) 

k L A i 2 s i n h 2kH 
2k ( 4 . 4 2 ) 
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T h e b a s e t e r m f o r ( V c j ) ) 2 d A i s 

( ( V d p ) 2 d A ) g = A i 2 c o s 2 cot s i n 2 kx c o s h 2 k ( z + H) H dx d y 

4 L (4.4. 

T h e e n d w a l l t e r m s a r e 

A r s i n h 2 k ( z + H) d y d z 

L A x 
c o s h 2 k ( z + H) - 1 d z (4 .44) 

T h e s i d e w a l l t e r m s a r e 

A i c o s 2 kx s i n h 2 k ( z + H) dx d z 

s i n 2 kx c o s h 2 k ( z + H) dx d z 

L Ax c o s h 2 k ( z + H) d z (4.45) 

C o m b i n i n g t h e c o n t r i b u t i o n s t o 
s i d e w a l l s a n d e n d w a l l s y i e l d s 

( V c b ) T dA f r o m t h e 
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L A : 

2 c o s h 2 k ( z + H) - 1 d z 

L A s i n h 2kH ( 4 . 4 6 ) 

by 
F o r a l a t e r a l l y m o b i l e a i r - w a t e r s u r f a c e Sp i s g i v e n 

2 v k : ( 4 . 4 7 ) 

a n d f o r a l a t e r a l l y i m m o b i l e s u r f a c e 

Sp = o-g c o s h 2 ( k H ) ( 4 . 4 8 ) 

w h e r e = d a m p i n g f r e q u e n c y d u e t o t h e b a s e [ P i k e a n d C u r z o n , 
1 9 6 8 ] . T h e r e s u l t s c a l c u l a t e d a b o v e a r e o f c o u r s e f o r s m o o t h 
s u r f a c e s . I t h a s b e e n s h o w n t h a t t h e e n h a n c e m e n t i n t h e 
d a m p i n g d u e t o a g r o o v e s t r u c t u r e w i t h an i s o s c e l e s t r i a n g u l a r 
o r a p p r o x i m a t e l y s i n u s o i d a l c r o s s s e c t i o n i s d i r e c t l y p r o 
p o r t i o n a l t o t h e a r e a r a t i o d A / d A 0 . T h u s f o r a g r o o v e d b a s e , 
t h e b a s e t e r m ( 4 . 4 3 ) b e c o m e s 

A' L 2 ( 4 . 4 9 ) 

W h e r e A' = a r e a r a t i o . 



67 

U s i n g ( 4 . 4 2 ) , (4 . 4 4 ) - ( 4 . 4 7 ) a n d ( 4 . 4 9 ) , a f o r a 
l a t e r a l l y m o b i l e a i r - w a t e r i n t e r f a c e i s g i v e n by 

cov 
s i n h kH A' + 2H s i n h 2kH 

kH - 1 + 2 v k 2 ( 4 . 5 0 ) 

F o r a l a t e r a l l y i m m o b i l e s u r f a c e 

cov 1 

s i n h kH A' + c o s h 2 ( k H ) + 2H s i n h 2kH 
kH ( 4 . 5 1 ) 

I f t h e s u r f a c e i s o n l y p a r t l y c o v e r e d , t h e f a c t o r c o s h 2 kH 
i s c o r r e s p o n d i n g l y d e c r e a s e d , i . e . a t e r m e c o s h 2 kH a n d 
(1 - e ) 2 v k 2 w i l l be i n c o r p o r a t e d , w h e r e 0 < e < 1 ) . 



C h a p t e r 5 

DAMPING E X P E R I M E N T S FOR LARGE A M P L I T U D E GROOVES 

5.1 E x p e r i m e n t a l S y s t e m 

I n t h i s e x p e r i m e n t a l i n v e s t i g a t i o n , t h e c a s e o f l a r g e 
g r o o v e d i m e n s i o n s i s c o n s i d e r e d a >> I. T h e same a p p r o a c h 
t o t h e s t u d y o f wave d a m p i n g a s g i v e n i n S e c t i o n 3.1 h a s 
b e e n u s e d ( i . e . t e m p o r a l d a m p i n g i s u s e d t h r o u g h o u t ) . 

A s h a s b e e n r e m a r k e d p r e v i o u s l y , c o n t a m i n a n t s 
( m o n o - 1 a y e r s ) p r e s e n t on t h e f r e e s u r f a c e c a n s i g n i f i c a n t l y 
a l t e r t h e d a m p i n g o f s u r f a c e w a v e s , c a u s i n g p r o b l e m s i n t h e 
e x p e r i m e n t a l i n v e s t i g a t i o n o f t h e e f f e c t o f w a l l r o u g h n e s s 
o n t h e d a m p i n g . When two d i f f e r e n t s u r f a c e m o d e s a r e c o n 
s i d e r e d , h o w e v e r , i t i s p o s s i b l e t o s e p a r a t e t h e c o n t r i b u t i o n s 
t o t h e d a m p i n g f r o m t h e f r e e s u r f a c e a n d t h e b a s e ( s e e 
S e c t i o n 5 . 2 ) . I n a l l o f o u r e x p e r i m e n t a l w o r k ( f o r a >> l), 

two s u r f a c e m o d e s h a v e b e e n u s e d , w h e r e o n e s a t i s f i e s t h e 
s h a l l o w f l u i d c a s e ( k H << 1) a n d t h e o t h e r s a t i s f i e s t h e 
d e e p f l u i d c a s e kH > 1 . 

T h e g e o m e t r y o f t h e s q u a r e l u c i t e w a v e t a n k u s e d 
i n t h i s e x p e r i m e n t a l i n v e s t i g a t i o n i s s h o w n i n F i g u r e 2 1 . 
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e l e c t r o d e 

w a t e 

g u r e 2 1 . C r o s s - s e c t i o n o f t h e s q u a r e w a v e t a n k . 
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E s s e n t i a l l y , t h e same e x p e r i m e n t a l p r o c e d u r e , d e s c r i b e d i n 
S e c t i o n 3.1 h a s b e e n u s e d . A g r o o v e d a l u m i n u m p l a t e c o u l d be 
m o u n t e d on t h e b o t t o m o f t h e t a n k a n d was s e c u r e d on i t w i t h 
a s i l i c o n e a d h e s i v e ( G e n e r a l E l e c t r i c R T V ) . T h i s p r o c e d u r e 
was n e c e s s a r y i n o r d e r t o p r e v e n t a n o m a l o u s l y l a r g e w a v e 
d a m p i n g c a u s e d by s e e p a g e o f t h e w a t e r u n d e r t h e g r o o v e d 
p l a t e . T h e g r o o v e s on t h e p l a t e w e r e i d e n t i c a l a n d p a r a l l e l 
t o o n e a n o t h e r , h a v i n g a c r o s s s e c t i o n i n t h e f o r m o f a n 
i s o s c e l e s t r i a n g l e ( t h e g r o o v e d i m e n s i o n s a r e g i v e n i n 
T a b l e 2) . 

T h e w a v e s a r e a g a i n e x c i t e d b y a h o r i z o n t a l e l e c t r o d e 
m o u n t e d a b o v e t h e f l u i d s u r f a c e ; t h e same e l e c t r o d e d e s c r i b e d 
p r e v i o u s l y i s u s e d . T h e e l e c t r o d e i s s u s p e n d e d f r o m a 
l u c i t e c r o s s f i x e d a c r o s s t h e t o p o f t h e t a n k . T h e h e i g h t 
o f t h e e l e c t r o d e a b o v e t h e f l u i d s u r f a c e i s a d j u s t e d b y 
f o u r l e v e l l i n g s c r e w s a t t h e e n d s o f t h e c r o s s . I n t h i s 
s e r i e s o f e x p e r i m e n t s t h e e l e c t r o d e a n d w a t e r s u r f a c e w e r e 
s e p a r a t e d by a c o n s t a n t d i s t a n c e o f ( 1 . 9 ± 0 . 1 ) cm. 

T h e h i g h v o l t a g e w a v e g e n e r a t o r u s e d f o r t h i s 
e x p e r i m e n t was c o m p l e t e l y d i f f e r e n t f r o m t h a t u s e d p r e v i o u s l y . 
T h e g e n e r a t o r i n c o r p o r a t e s two n o v e l f e a t u r e s . A l l o f 
g e n e r a t o r t i m i n g i s d e t e r m i n e d b y a c r y s t a l c o n t r o l l e d m a s t e r 
c l o c k . T h e o u t p u t w a v e f o r m o f t h e g e n e r a t o r i s c o n s t r u c t e d 
by s e q u e n t i a l s c a n n i n g ( w i t h p u l s e s f r o m t h e m a s t e r c l o c k ) , 
o f a s e r i e s o f v o l t a g e r e g i s t e r s . 
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T a b l e 2 
E x p e r i m e n t a l C o n d i t i o n s 

F e a t u r e s o f t h e W a t e r T a n k 
D e p t h 
L e n g t h , L 
K i n e m a t i c v i s c o s i t y 

P r o p e r t i e s o f G r o o v e d B a s e 
G r o o v e S p a c i n g 
A p e x A n g l e 
A 1 ( A r e a R a t i o ) 

C h a r a c t e r i s t i c s o f M o d e s  
Mode 1 ( S l o s h i n g M o d e ) 

Wave n u m b e r , k 
O s c i l l a t i o n F r e q u e n c y , f 
B o u n d a r y L a y e r T h i c k n e s s = / v / 2 i r f 

Mode 2 
Wave n u m b e r , k 
O s c i l l a t i o n F r e q u e n c y , f 
B o u n d a r y L a y e r T h i c k n e s s 

( 3 . 0 1 ± 0 . 0 1 ) cm 
( 2 6 . 7 ± 0 . 1 ) cm 
0.01 c m 2 s e c - 1 

( 3 . 2 ± 0 . 1 ) mm 
9 0 ° 

/2 

0 . 1 1 7 8 c m " 1 

( 1 . 0 2 0 ± 0.001 ) Hz 
0.40 mm 

0 . 3 5 3 3 c m - 1 

( 2 . 6 3 0 ± 0.001 ) Hz 
0.25 mm 
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A s c h e m a t i c d i a g r a m o f t h e h i g h v o l t a g e w a v e f o r m 
g e n e r a t i o n c i r c u i t i s s h o w n i n F i g u r e 2 2 . T h e p u l s e s f r o m 
t h e o s c i l l a t o r ( c r y s t a l c o n t r o l l e d ) a r e d i v i d e d by 10 a n d 
8 0 0 i n s t a g e s B a n d C r e s p e c t i v e l y . T h e o u t p u t f r o m C i s 
d e l a y e d by D ( v a r i a b l e d e l a y 0.5 - 2.5 m s e c ) . T h e o u t p u t 
p u l s e f r o m D o c c u r s i n c o i n c i d e n c e w i t h o n e o f t h e p u l s e s 
f r o m B, a n d a l s o r e s e t s B a n d C. S i n c e t h e j i t t e r i n t h e 
d e l a y u n i t o u t p u t p u l s e i s l e s s t h a n t h e i n t e r v a l b e t w e e n 
p u l s e s c o m i n g f r o m B, t h e t i m i n g a c c u r a c y i s c o n t r o l l e d by 
t h e j i t t e r o f t h e p u l s e s c o m i n g f r o m B. T h i s j i t t e r i s l e s s 
t h a n 0.5 u s e e . 

T h i s u n i t ( B , C, a n d D) p l u s t h e o s c i l l a t o r p r o d u c e s 
h i g h s t a b i l i t y v a r i a b l e f r e q u e n c y o u t p u t p u l s e s . T h e o u t p u t 
p u l s e s f r o m E ( p r o g r a m m a b l e d i v i d e r N a t i o n a l S e m i - C o n d u c t o r 
DM 7 5 2 0 ) c o n s t i t u t e t h e c l o c k p u l s e s w h i c h d e t e r m i n e t h e 
r a t e a t w h i c h t h e v o l t a g e r e g i s t e r s c o n t a i n e d i n t h e f u n c t i o n 
g e n e r a t o r , a r e s c a n n e d . A s c h e m a t i c d i a g r a m o f t h e f u n c t i o n 
g e n e r a t o r i s s h o w n i n F i g u r e 2 3 . T h e m e m o r y c o n s i s t s o f 16 
s t o r a g e r e g i s t e r s . E a c h r e g i s t e r h a s 128 l e v e l s , w i t h l e v e l 
1 2 8 c o r r e s p o n d i n g t o 5 v o l t s a n d l e v e l z e r o t o 0 v o l t s . 
T h u s e a c h r e g i s t e r c a n be p r o g r a m m e d t o a n y DC l e v e l f r o m 0 
t o 5 v o l t s . To c o n s t r u c t a n y p e r i o d i c p o s i t i v e w a v e f o r m , 
o n e - h a l f o f t h e w a v e f o r m i s c o n s i d e r e d . T h i s h a l f w a v e f o r m 
i s t h e n d i v i d e d i n t o 16 e q u a l s e c t i o n s . T h e d e s i r e d v a l u e 
o f t h e w a v e f o r m i s t h e n d e p o s i t e d by t h e u s e o f t h e m a n u a l 
a d d r e s s i n a s u c c e s s i v e s t o r a g e r e g i s t e r . To i 1 1 u s t r a t e t h i s 
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p r o c e d u r e , t h e p r o g r a m m e d v o l t a g e l e v e l s o f t h e r e g i s t e r s 
t o p r o d u c e a s i m p l e o u t p u t p u l s e ( s e e F i g u r e 2 4 c ) a r e s h o w n 
i n F i g u r e 2 4 a . 

T h e o u t p u t o f t h e f u n c t i o n g e n e r a t o r i s d e r i v e d 
f r o m t h e s t o r a g e r e g i s t e r s . When a c l o c k p u l s e o f f r e q u e n c y 
to ( t h i s f r e q u e n c y b e i n g c o n t r o l l e d b y t h e o u t p u t p u l s e s f r o m 
E ) i s a p p l i e d t o t h e i n p u t a d d r e s s , a n o u t p u t s i g n a l o f 
to/32 i s p r o d u c e d b y s w e e p i n g up a n d down t h r o u g h t h e 16 
s u c c e s s i v e r e g i s t e r s o f t h e m e m o r y . T h e c o u n t e r l o g i c a n d 
t h e UP/DOWN C o u n t e r c o n t r o l t h i s s w e e p i n g t h r o u g h t h e r e g i s t e r s . 
T h e s c a n n i n g c y c l e f o r t h i s i s s h o w n s c h e m a t i c a l l y i n F i g u r e 
2 4 b . T h e o u t p u t f r o m t h e m e m o r y ( s t o r a g e r e g i s t e r s ) i s a 
d i g i t a l s i g n a l a n d t h i s i s c o n v e r t e d t o an a n a l o g u e r e s u l t 
i n t h e D/A c o n v e r t e r . T h e b u f f e r a n d i n t e g r a t o r a r e u s e d 
t o s m o o t h o u t t h e r e s u l t i n g w a v e f o r m . F o r t h e r e g i s t e r l e v e l s 
g i v e n i n F i g u r e 2 4 a , t h e r e s u l t a n t o u t p u t o f t h e f u n c t i o n 
g e n e r a t o r w o u l d be a s i n F i g u r e 2 4 c , w i t h t h e f r e q u e n c y o f 
t h i s o u t p u t p u l s e b e i n g c o n t r o l l e d by t h e p u l s e s f r o m E . 

T h e o u t p u t o f t h e f u n c t i o n g e n e r a t o r i s a p p l i e d t o 
a KEPCO p r o g r a m m a b l e h i g h v o l t a g e p o w e r s u p p l y . T h i s u n i t 
o p e r a t i n g i n t h e p r o g r a m m a b l e mode a c t s a s a l o w f r e q u e n c y 
a m p l i f i e r w i t h a g a i n o f 1 0 0 0 . T h e o u t p u t o f t h e K e p c o u n i t 
i s a p p l i e d d i r e c t l y t o t h e e l e c t r o d e . 



7 6 a 

F i g u r e 2 4 . T h e c o n s t r u c t i o n o f a n a r b i t r a r y w a v e f o r m u s i n g 
t h e f u n c t i o n g e n e r a t o r . 

( a ) R e g i s t e r v o l t a g e ( d e p o s i t e d by m a n u a l 
a d d r e s s s y s t e m ) v s r e g i s t e r n u m b e r 

( b ) S c a n n i n g c y c l e ( d e t e r m i n e d b y c l o c k 
p u l s e s f r o m E ( F i g u r e 2 2 ) a n d s w i t c h i n g 
l o g i c o f u p - d o w n c o u n t e r 

( c ) R e s u l t a n t w a v e f o r m 



76b 



77 

5.2 E x p e r i m e n t a l R e s u l t s a n d D i s c u s s i o n 

E x p e r i m e n t s w e r e c o n d u c t e d t o d e t e r m i n e t h e d a m p i n g 
f r e q u e n c y f o r b o t h a s m o o t h l u c i t e b a s e a n d a g r o o v e d b a s e 
p r e s e n t i n t h e w a v e t a n k . T h e e x p e r i m e n t s p e r f o r m e d i n t h i s 
i n v e s t i g a t i o n w e r e p e r f o r m e d i n a n i d e n t i c a l m a n n e r t o t h o s e 
d e s c r i b e d i n S e c t i o n 3 . 1 . As was r e m a r k e d p r e v i o u s l y , two 
s u r f a c e m o d e s w e r e c o n s i d e r e d i n t h i s i n v e s t i g a t i o n . By 
a p p l y i n g t h e h i g h v o l t a g e w a v e f o r m t o o n e - h a l f o f t h e e l e c t r o d e 
s u r f a c e m o d e s o f w a v e l e n g t h ( A ) , 2L a n d ( 2 / 3 ) L c a n be e x c i t e d , 
w h e r e L i s t h e l e n g t h o f t h e w a v e t a n k . T h e f r e q u e n c y o f t h e 
h i g h v o l t a g e w a v e f o r m i s a d j u s t e d t o r e s o n a t e w i t h t h e mode 
c o n s i d e r e d ( 1 . 0 2 Hz f o r 2L a n d 2 . 6 3 f o r ( 2 / 3 ) L ) . 

I n i t i a l l y t h e d a m p i n g f r e q u e n c y f o r t h e s m o o t h 
b a s e was d e t e r m i n e d f o r two f l o w d i r e c t i o n s ( s e p a r a t e d by 
9 0 ° ) . T h i s was d o n e t o e n s u r e t h a t t h e w a v e t a n k d i d n o t 
p o s s e s s a n y d i r e c t i o n a l d a m p i n g p r o p e r t i e s . I f t h i s h a d n o t 
b e e n c h e c k e d , a n y d i r e c t i o n a l d a m p i n g e f f e c t s w i t h t h e g r o o v e d 
b a s e p r e s e n t m i g h t e r r o n e o u s l y h a v e b e e n a t t r i b u t e d t o t h e 
g r o o v e s . 

F o r t h e s m o o t h b a s e we f o u n d no d i r e c t i o n a l d a m p i n g 
p r o p e r t i e s . W i t h t h e g r o o v e d b a s e p r e s e n t , d a m p i n g r u n s w e r e 
c o n d u c t e d f o r f l o w p a r a l l e l a s w e l l a s t r a n s v e r s e t o t h e 
g r o o v e s , f o r b o t h m o d e s . I n o u r i n i t i a l r u n s , we t h o u g h t we 
h a d d i s c o v e r e d a d i r e c t i o n a l d a m p i n g e f f e c t w i t h t h e g r o o v e d 
b a s e p r e s e n t . T h e d a m p i n g f o r f l o w p a r a l l e l t o t h e g r o o v e s 
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was c o n s i s t e n t l y l a r g e r t h a n f o r f l o w t r a n s v e r s e t o t h e 
g r o o v e s . T h i s r e s u l t was r e p r o d u c i b l e ; t h e v a l u e o f t h e 
d a m p i n g f r e q u e n c y was n o t . On c l o s e e x a m i n a t i o n o f t h e 
s i l i c o n e a d h e s i v e , w h i c h s e c u r e s t h e g r o o v e d b a s e t o t h e 
b o t t o m o f t h e t a n k , we f o u n d s m a l l c r a c k s i n t h e s e a l e r w h i c h 
a l l o w e d w a t e r t o g e t u n d e r t h e b a s e . T h e s e c r a c k s w e r e 
l o c a t e d m i d - w a y a l o n g o n e w a l l , w h e r e t h e p l a n e o f t h i s w a l l 
was t r a n s v e r s e t o t h e g r o o v e s . T h i s a c c o u n t e d f o r t h e 
d i r e c t i o n a l d a m p i n g e f f e c t s . F o r f l o w a l o n g t h e g r o o v e s t h e 
v e l o c i t y a t t h e c r a c k s i n t h e s e a l e r w o u l d be l a r g e , a n d 
t h e r e w o u l d be e n h a n c e m e n t o f t h e d a m p i n g d u e t o f l o w i n t o 
t h e s e c r a c k s . F o r f l o w t r a n s v e r s e t o t h e g r o o v e s , t h e 
c r a c k s a r e e s s e n t i a l l y o n t h e n o d a l l i n e w h e r e t h e f l o w 
v e l o c i t y i s a m i n i m u m . T h e e n h a n c e m e n t i n t h e d a m p i n g c a u s e d 
b y t h e c r a c k s i n t h e s i l i c o n e s e a l e r w o u l d t h u s be s m a l l e r 
f o r t h i s c a s e ( f l o w t r a n s v e r s e t o g r o o v e s ) t h a n f o r f l o w 
p a r a l l e l t o t h e g r o o v e s . A f t e r t h e s e c r a c k s w e r e p r o p e r l y 
s e a l e d , no d i r e c t i o n a l d a m p i n g e f f e c t was o b s e r v e d . T y p i c a l 
d a m p i n g r u n s a r e s h own i n F i g u r e 2 7 - 2 8 . T h e s t r a i g h t l i n e s 
a r e d e t e r m i n e d by a l e a s t s q u a r e s f i t t o t h e d a t a p o i n t s . 
T h e o s c i l l o s c o p e t r a c e s f r o m w h i c h t h e s e g r a p h s a r e d e r i v e d 
( F i g u r e 2 7 - 2 8 ) a r e s h o w n i n F i g u r e 2 5 - 2 6 . I t w i l l be n o t e d 
t h a t t h e a m p l i t u d e s f o r F i g u r e s 2 5 a , 2 5 b a n d 2 6 a , 2 6 b a r e 
d i f f e r e n t . T h i s i s d u e t o t h e p o s i t i o n o f t h e d e t e c t o r a n d 
t h e t i m e a f t e r s w i t c h - o f f o f t h e f i e l d a t w h i c h t h e r e c o r d i n g 
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F i g u r e 2 5 . D a m p i n g r u n s f o r X = -| L ( h o r i z o n t a l s c a l e 
0.05 v / d i v , v e r t i c a l s c a l e 2 s e c / d i v ) . 

( a ) s m o o t h b a s e 

( b ) s m o o t h b a s e w i t h f l o w d i r e c t i o n r o t a t e d 
9 0 ° w i t h r e s p e c t t o ( a ) 

( c ) g r o o v e d b a s e w i t h f l o w p a r a l l e l t o 
t h e g r o o v e s 

(d) g r o o v e d b a s e 
t h e g r o o v e s 

w i t h f l o w t r a n s v e r s e t o 
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F i g u r e 2 6 . D a m p i n g r u n s f o r A = 2L ( h o r i z o n t a l s c a l e 
5 s e c / d i v ) . 

( a ) s m o o t h b a s e ( v e r t . 0.05 v / d i v ) 

( b ) s m o o t h b a s e w i t h f l o w d i r e c t i o n r o t a t e d 
9 0 ° w i t h r e s p e c t t o ( a ) ( v e r t . 0.1 v / d i v 
a n d 0 . 0 5 v / d i v ) 

( c ) g r o o v e d b a s e w i t h f l o w p a r a l l e l t o t h e 
g r o o v e s ( v e r t . 0.1 v / d i v a n d 0.05 v / d i v ) 

( d ) g r o o v e d b a s e w i t h f l o w t r a n s v e r s e t o 
t h e g r o o v e s ( v e r t . 0 . 2 , 0.1 a n d 0 . 0 5 
v / d i v ) 





81 a 

F i g u r e 2 7 . T h e l o g a r i t h m o f w a v e a m p l i t u d e v s t i m e 
U - f L ) . 

( a ) s m o o t h b a s e 

( b ) s m o o t h b a s e w i t h f l o w d i r e c t i o n r o t a t e d 
9 0 ° w i t h r e s p e c t t o ( a ) 

( c ) g r o o v e d b a s e w i t h f l o w p a r a l l e l t o 
g r o o v e s 

( d ) g r o o v e d b a s e w i t h f l o w t r a n s v e r s e t o 
g r o o v e s 





8 2 a 

F i g u r e 2 8 . T h e l o g a r i t h m o f w a v e a m p l i t u d e v s t i m e (X = 2 L ) 

( a ) s m o o t h b a s e 

( b ) s m o o t h b a s e w i t h f l o w d i r e c t i o n r o t a t e d 
by 9 0 ° w i t h r e s p e c t t o ( a ) 

( c ) g r o o v e d b a s e w i t h f l o w p a r a l l e l t o g r o o v e s 

( d ) g r o o v e d b a s e w i t h f l o w t r a n s v e r s e t o 
g r o o v e s 
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o f t h e a m p l i t u d e s t a r t e d . F r o m t h e s e g r a p h s , i t c a n be s e e n 
t h a t t h e d a m p i n g f r e q u e n c y i s i n d e p e n d e n t o f t h e d i r e c t i o n 
o f t h e f l o w v e l o c i t y w i t h r e s p e c t t o t h e g r o o v e s , f o r b o t h 
m o d e s c o n s i d e r e d . 

In o u r e a r l i e r e x p e r i m e n t s r e p r o d u c i b i l i t y h a d 
b e e n a p r o b l e m . I n t h e s e r u n s d i s t i l l e d w a t e r f r o m a c o p p e r 
d i s t i l l a t i o n s y s t e m h a d b e e n u s e d . I n o u r l a t e r r u n s l o w 
c o n d u c t i v i t y d i s t i l l e d w a t e r f r o m a g l a s s s y s t e m was u s e d . 
B e f o r e a s e r i e s o f r u n s , t h e w a v e t a n k was r i n s e d o u t w i t h 
t h i s d i s t i l l e d w a t e r b e f o r e f i l l i n g t h e t a n k . W i t h t h e s e 
p r e c a u t i o n s , r e p r o d u c i b l e r e s u l t s w e r e o b t a i n e d f o r t h e 
d a m p i n g f r e q u e n c y . 

A c c o r d i n g t o t h e t h e o r e t i c a l m o d e l d e v e l o p e d i n 
S e c t i o n 4 . 2 , t h e d a m p i n g o v e r g r o o v e d s u r f a c e s s h o u l d be 
i n d e p e n d e n t o f t h e f l o w d i r e c t i o n , a n d t h e e n h a n c e m e n t i n t h e 
d a m p i n g s h o u l d be p r o p o r t i o n a l t o t h e f r a c t i o n a l a r e a i n c r e a s e 
o f t h e s u r f a c e . When c o m p a r i n g o u r e x p e r i m e n t a l r e s u l t s w i t h 
t h i s t h e o r y , i t i s e s s e n t i a l t o c o n s i d e r how w e l l t h e 
e x p e r i m e n t a l c o n d i t i o n s a p p r o x i m a t e t h e t h e o r e t i c a l m o d e l . 

T h e g r o o v e d a l u m i n u m b a s e u s e d i n t h e s e e x p e r i m e n t s 
s a t i s f i e s a l l o f t h e a s s u m p t i o n s u s e d i n t h e t h e o r e t i c a l 
m o d e l . T h e s h o r t e s t w a v e l e n g t h s u r f a c e mode h a s a l e n g t h 
o f ~ 18 cm, w h i c h i s much l a r g e r t h a n t h e g r o o v e s p a c i n g 
(~ 0.3 c m ) . T h e g r o o v e d e p t h i s a l s o much s m a l l e r t h a n t h e 
f l u i d d e p t h (~ 3 c m ) . F i n a l l y t h e t h i c k e s t b o u n d a r y l a y e r 
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u s e d ( f o r t h e l o w e s t f r e q u e n c y m o d e ) i s ~ 1 0 % o f t h e g r o o v e 
s p a c i n g ( s e e T a b l e 3 ) . 

A n o t h e r e f f e c t w h i c h c o u l d c a u s e a d i s c r e p e n c y 
b e t w e e n t h e e x p e r i m e n t a l c o n d i t i o n s a n d t h a t o f t h e t h e o r y , 
i s t h e c o n d i t i o n o f t h e a i r - w a t e r i n t e r f a c e . In S e c t i o n 4.3 
t h e d a m p i n g f r e q u e n c y i s c a l c u l a t e d f o r a l a t e r a l l y m o b i l e 
a n d l a t e r a l l y i m m o b i l e s u r f a c e . T h e c o n d i t i o n o f t h e a i r -
w a t e r i n t e r f a c e may, h o w e v e r , be n e i t h e r o f t h e a b o v e ; a 
s u r f a c t a n t m o n o l a y e r m i g h t c o v e r o n l y a p a r t o f t h i s s u r f a c e . 

I n T a b l e I I I t h e p r e d i c t i o n s o f e q u a t i o n ( 4 . 5 0 ) 
f o r t h e d a m p i n g f r e q u e n c y f o r a l a t e r a l l y m o b i l e s u r f a c e a n d 
e q u a t i o n ( 4 . 5 1 ) f o r a l a t e r a l l y i m m o b i l e s u r f a c e a r e g i v e n 
f o r b o t h m o d e s . T h e e x p e r i m e n t a l a f r o m F i g u r e 2 7 - 2 8 a r e 
a l s o t a b u l a t e d . T h e u n c e r t a i n t y i n a i s ~ 1%. A s T a b l e 
3 s h o w s , f o r b o t h m o d e s t h e e x p e r i m e n t a l r e s u l t s a r e w e l l 
d e s c r i b e d by t h e p r e d i c t i o n s o f e q u a t i o n ( 4 . 5 0 ) ( t h e l a t e r a l l y 
m o b i l e s u r f a c e l a y e r t h o e r y ) . 

F r o m T a b l e 3, i t c a n be s e e n t h a t t h e t h e o r e t i c a l 
v a l u e s f o r a l a t e r a l l y i m m o b i l e s u r f a c e a r e t o o l a r g e t o a c c o u n t 
f o r t h e o b s e r v e d v a l u e s o f a. I f a m o n o l a y e r w e r e p r e s e n t o n 
o n l y a p a r t o f t h e s u r f a c e a w o u l d be l a r g e r t h a n t h e l a t e r a l l y 
m o b i l e v a l u e s . T h e r e w o u l d n o t be g o o d a g r e e m e n t b e t w e e n 
t h e o r y a n d e x p e r i m e n t f o r t h i s c a s e . H e n c e , we a r e d e a l i n g w i t h 
a l a t e r a l l y m o b i l e s u r f a c e l a y e r i n t h e s e e x p e r i m e n t s . T h e 
g o o d a g r e e m e n t b e t w e e n o u r e x p e r i m e n t a l r e s u l t s a n d t h e r e s u l t s . 



Mode 1 

( w a v e l e n g t h = 2 L ) 

s m o o t h b a s e 
g r o o v e d b a s e 

Mode 2 
( w a v e l e n g t h = 2 L / 3 ) 

s m o o t h b a s e 
g r o o v e d b a s e 

T a b l e 3 
V a l u e s o f t h e D a m p i n g F r e q u e n c y , a ( s e c - 1 ) 

E x p e r i m e n t a l 

(± V/o) 

T h e o r y 
( L a t e r a l l y m o b i 1 e 

a i r - w a t e r i n t e r f a c e ) 

T h e o r y 
( L a t e r a l l y i m m o b i l e 

a i r - w a t e r i n t e r f a c e ) 

0 . 0 3 5 
0. 0 4 5 

0. 0 3 4 
0. 0 4 5 

0 . 0 6 4 
0 . 0 7 5 

0 . 0 3 9 
0 . 0 5 0 

0.041 
0. 052 

0 . 1 0 5 
0 . 1 1 5 

CO 
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p r e d i c t e d by e q u a t i o n ( 4 . 5 0 ) c o n f i r m t h a t t h e e n h a n c e m e n t i n 
t h e d a m p i n g c a u s e d by a g r o o v e d b a s e i s p r o p o r t i o n a l t o t h e 
f r a c t i o n a l a r e a i n c r e a s e o f t h e b a s e . 

5.3 C o n c l u s i o n s 
T h e r e a r e two s i g n i f i c a n t ( a n d s u r p r i s i n g ) r e s u l t s 

w h i c h h a v e b e e n e s t a b l i s h e d i n P a r t B. I t was s h o w n b o t h 
t h e o r e t i c a l l y a n d e x p e r i m e n t a l l y ( f o r a s q u a r e w a v e t a n k 
w i t h a g r o o v e d b a s e s a t i s f y i n g a >> l), t h a t t h e d a m p i n g i s 
i n d e p e n d e n t o f t h e f l o w d i r e c t i o n w i t h r e s p e c t t o t h e g r o o v e s ; 
a n d t h e d a m p i n g i s i n c r e a s e d a t a r a t e p r o p o r t i o n a l t o t h e 
a r e a i n c r e a s e o f t h e b a s e ( f o r t r i a n g u l a r a n d a p p r o x i m a t e l y 
s i n u s o i d a l g r o o v e c r o s s s e c t i o n s ) . T h e f o r m e r r e s u l t i s t h e 
m o r e s u r p r i s i n g , s i n c e i n t u i t i v e l y i t w o u l d s e e m t h a t t h e 
d a m p i n g f o r a g r o o v e d b a s e s h o u l d be d e p e n d e n t o n f l o w 
d i r e c t i o n . T h i s s i m p l e i n t u i t i v e p r e d i c t i o n h a s b e e n s h o w n 
i n P a r t B n o t t o be v a l i d . 

I t h a s b e e n e s t a b l i s h e d i n P a r t A f o r a < % t h a t 
t h e v a r i a b i l i t y i n t h e d a m p i n g i s d u e t o s u r f a c t a n t s . O b s e r 
v a t i o n s o f d a m p i n g t h e n ( p a r t i c u l a r l y i n s p a c e , r a t h e r t h a n 
i n t i m e ) s h o u l d p r o v i d e a v e r y c o n v e n i e n t m e t h o d o f s t u d y i n g 
t h e d y n a m i c p r o p e r t i e s o f t w o - d i m e n s i o n a l p h y s i c a l s y s t e m s . 
N o n - u n i f o r m s u r f a c e f i l m s c o u l d be s t u d i e d by a p p l y i n g a 
h i g h f r e q u e n c y e l e c t r i c f i e l d t o t h e w a t e r s u r f a c e . R e g i o n s 
o f h i g h d a m p i n g ( l a r g e c o n c e n t r a t i o n o f s u r f a c t a n t s ) w o u l d 
t h e n be l o w a m p l i t u d e r e g i o n s . 
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1 2 . N. L e v i n s o n a n d R.M. R e d h e f f e r ( 1 9 7 0 ) . C o m p l e x V a r i a b l e s 

( H o l d e n - D a y I n c . , S a n F r a n c i s c o , L o n d o n ) . 

1 3 . R . L . P i k e a n d F . L . C u r z o n , C a n . J . P h y s . , 4 6 , 2 0 0 9 ( 1 9 6 8 ) . 

1 4 . R . L . P i k e ( 1 9 6 7 ) . P h . D . d i s s e r t a t i o n ( U n i v e r s i t y o f 
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A P P E N D I X A 

THE GENERAL RESULT FOR THE DAMPING FREQUENCY 

D e r i v a t i o n o f a = 

C o n s i d e r a wave t a n k g e o m e t r y a s g i v e n b y F i g u r e 2 0 . T h e 
d a m p i n g f r e q u e n c y d u e t o t h e w a l l s o f t h e w a v e t a n k w i l l 
now be c a l c u l a t e d . W i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y , a d u e t o o n e 
s u r f a c e w i l l be d e t e r m i n e d a n d t h e f o r m o f t h i s r e s u l t w i l l 
be a p p l i e d t o t h e o t h e r s u r f a c e s . I n p a r t i c u l a r , t h i s w i l l 
be d o n e f o r t h e b o t t o m s u r f a c e o f t h e w a v e t a n k . 

T h e e q u a t i o n o f m o t i o n f o r a v i s c o u s f l u i d , g i v e n 
p r e v i o u s l y i s 

3v 
p Jt = " V P " p g + v P y 2 1 (A 

w h e r e 
1 =

 1A. + v_i_; y_o_ = Vd> (A 

E q u a t i o n ( A . l ) i s now m u l t i p l i e d b y y_ a n d t h e e q u a t i o n i s 
i n t e g r a t e d o v e r t h e f l u i d v o l u m e . 

cov 7 ( V < b ) f dA 
/ ( V c b ) z dx 
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a f v 2 l 3t ,P "2". + v • (VP + pg) dx = V V V 2 v dx ( A . 3 ) 

I i i t h e a b s e n c e o f v i s c o s i t y t h e RHS o f ( A . 3 ) i s 
z e r o . T h e t e r m _y_ • (VP + P g ) m u s t t h e n be t h e r a t e o f c h a n g e 
o f t h e p o t e n t i a l e n e r g y , i . e . y_ • (V P + pg) = —• ( P . E . ) . 
T h e LHS o f ( A . 3 ) i s t h e n t h e t i m e r a t e o f c h a n g e o f t h e 
t o t a l e n e r g y E T 

_3_ 
3 t E T dx Pv v • V v dx ( A . 4 ) 

S i n c e a c a u s e d by t h e b o t t o m s u r f a c e i s t o be 
c a l c u l a t e d V i w i l l h a v e t h e f o r m 

v 1 V<j)(t) 
t 

e x p - z ( l + i ) Y + i o ) t ( A . 5 ) 

w h e r e y = 
/Z I 

Now i n e q u a t i o n ( A . 4 ) t h e q u a n t i t i e s we a r e i n t e r e s t e d i n 
a r e t h e r e a l p a r t s o f t h e v e l o c i t y t e r m s , i . e . 

(Re v) • ( R e V 2 v x ) dx 

(Re v 0) ( R e V 2 v i ) dx + (Re v ! ) ( R e V 2 v , ) dx 

t . Note t h a t Vcj) i s e v a l u a t e d on the b o u n d a r y , i . e 
b o t t o m s u r f a c e o f the t a n k . 

( A . 6 ) 
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Now f o r v i i n t h e f o r m g i v e n by ( A . 5 ) 

"(Re V i M R e V z
 V l ) = R e ( v x ( V 2 v , ) * ) ( A . 7 ) 

w h e r e t h e b a r a b o v e t h e e x p r e s s i o n s o n t h e LHS i n d i c a t e s a 
t i m e a v e r a g e o v e r many o s c i l l a t i o n s o f t h e s u r f a c e . T h e 
s e c o n d t e r m o f ( A . 6 ) i s t h e n 

r R e H v T U e V " v j dx = Re v ! (1 + i ) 2 Y 2 v 2 * dx 

Re V i 2 2 i V 2 dx ( A . 8 ) 

T h e f i r s t t e r m o f ( A . 6 ) i s 

Re v 0 V 2 v 2 * dx = Re ( v 0 ) 8v 
8Z 

dA ( A . 9 ) 

w h e r e dA i s a s u r f a c e e l e m e n t o n t h e b o t t o m o f t h e t a n k . 
T h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s on t h e s u r f a c e s o f t h e t a n k 

a r e t h a t y_ = 0. E q u a t i o n ( A . 9 ) t h e n b e c o m e s 

Re - Y ( 1 + 1 ) V * ( t ) dA 

V4>(t) 
^ 2 

dA ( A . 1 0 ) 

T h e t o t a l e n e r g y i s g i v e n by 
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VcD(t) 

E q u a t i o n ( A . 4 ) i s t h e n g i v e n by 

_8_ 
at V ( j ) ( t ) d T = -v y P V<j>(t) dA ( A . n ) 

F o r c o n v e n i e n c e V<j>(t) c a n be b r o k e n i n t o a s p a t i a l p a r t a n d 
a t i m e d e p e n d e n t p a r t 

Vd>( t ) Vcj) f(t) ( A . 1 2 ) 

w h e r e ^r-r 9_ 
at 

Vcj) = 0. 

F o r a l i n e a r v i s c o u s f l u i d w h i c h i s d a m p i n g ( i . e . 
d r i v i n g m e c h a n i s m h a s b e e n t u r n e d o f f ) t h e i n v i s c i d v e l o c i t y 
w i l l d e c a y e x p o n e n t i a l l y w i t h t i m e . H e n c e f ( t ) i s g i v e n b y 

f ( t ) ~ e - a t ( A . 1 3 ) 

w h e r e a i s t h e d a m p i n g f r e q u e n c y . E q u a t i o n ( A . 1 1 ) t h e n 
b e c o m e s 
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_9_ 
3 t f ( t ) V<J) - v Y f ( t ) Vcb dA 

mil - - v Y f ( t ) / ( V ^ S d A 

a t 2 7 ( v c b ) z dx ( A . 1 4 ) 

i / ( V ( b ) 2 dA 
7 ( V ( b ) z d r ( A . 1 5 ) 

T h e r e s u l t ( A . 1 5 ) i s c o m p l e t e l y g e n e r a l a n d c a n be a p p l i e d 
t o a n y s u r f a c e o f t h e t a n k , t h e s u r f a c e i n t e g r a t i o n b e i n g 
o v e r t h e s u r f a c e c o n s i d e r e d . T h e t o t a l a i s t h e n t h e sum 
o f a f r o m a l l o f t h e s u r f a c e s o f t h e w a v e t a n k . 


